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长 期 以 来 ,分 析 中 的 基 天 数 是 余弦 末 数 .正弦 函数 和 虚 指 数 函 
数 . MK (2x) Te (REZ ) 构 成 了 空间 Z[o,2z] 的 一 组 正 交 基 ( 指 
规范 正 交 , 下 同 ). Fourier 级 数 是 它们 的 线性 组 合 Uae", 对 它们 
的 研究 一 直 是 并 且 仍然 是 数学 分 析 中 问题 和 发 现 的 用 之 不 尽 的 源 
A. 之 所 以 问题 多 ,这 主要 是 因为 缺乏 一 本 好 的 字典 ,用 和 它 可 以 把 
函数 的 性 质 翻 译 到 它 的 Fourier 系数 上 . 这 里 有 一 个 例子 说 明 这 
个 困难 . J. P. Kahane, Y. Katznelson 和 K. de Leeuw 已 经 证 明了 
(C1507): 从 任 一 个 平方 可 和 涌 数 fCz) 出 发 ,为 了 得 到 一 个 连续 函 
数 g(z), 只 需 或 者 增 大 f(x) 的 Fourier 系数 的 模 ,或 者 保持 它 不 
变 并 适当 地 改变 系数 的 位 相 . 因此 不 可 能 仅 根 据 Fourier 系数 大 
小 的 阶 就 预知 函数 的 性 质 ( 大 小 ,正则 性 ). 更 清楚 地 认识 这 些 仍 然 
是 困难 的 ,许多 问题 还 有 待 解决 . 

在 80 年 代 初 ,一 些 科学 家 就 使 用 了 “小 波 ” 作 为 传统 Fourier 
分 析 的 一 个 替代 物 . 用 这 个 替代 物 可 以 期 待 把 数值 分 析 做 得 更 简 
单 , 并 把 某 些 瞬时 现象 的 综合 做 得 更 有 力 . J.S. Lienard 和 XX. 
Rodet (C1677 , (2063) 涉及 到 声学 信号 (语言 和 音乐 ) 的 数值 处 理 ， 
J. Morlet 的 小 波 ([124 科 ) 则 是 用 来 贮存 和 表示 在 石油 勘测 中 收集 
到 的 地 震 信 号 . 从 数学 方面 来 说 ,探索 也 在 积极 地 进行 . 为 说 明 问 
题 ,我 们 只 要 提 到 R. Coifman 和 G. Weiss 创立 “原子 ”和 “分 子 ” 学 
说 就 够 了 . 这 些 “ 原 子 " 和 “分 子 ? 构 成 了 不 同 函数 空间 的 基 的 组 成 
部 分 .它们 是 很 明确 地 被 确定 的 ,对 使 用 者 来 说 ,又 是 很 简单 的 . 某 
些 原 子 分 解 可 以 通过 对 A. Calderon 的 一 个 著名 和 恒等式 的 离散 化 
来 得 到 . 而 在 这 个 恒等式 中 小波” 已 经 是 被 隐蔽 地 色 划 出 来 了 . 
这 个 恒等式 后 来 又 被 Morlet 和 他 的 合作 者 们 重新 发 现 …… .最 


后 ,L.Carleson 使 用 了 非常 像 “ 小 波 ?” 的 函数 构造 了 Stein 和 Weiss 
的 空间 A’ 的 无 条 件 基 . 

这 些 不 同 的 工作 显示 了 某 种 “和 谐 性 ”; 由 此 可 以 看 出 ,应 该 而 
且 可 以 用 数学 上 有 根据 的 .又 是 普遍 适用 的 .有 内 在 联系 的 理论 把 
它们 统 -- 起 来 . 本 书 将 要 人 研究 的 小 波 正 交 基 就 取代 了 Lienard, 
Morlet 和 Rodet 的 经 验 “ 小 波 ”. 

正 是 这 些小 波 正 交 基 给 出 了 Coifman 和 Weiss 所 发 现 的 “ 原 
子 分 解 ” 的 一 个 直接 方法 ,小 波 正 交 基 也 首次 构造 出 了 通常 水 数 空 
间 的 无 条 件 基 . 小 波 基 是 普遍 适用 的 ;一 切 准备 就 绪 , 伸手 可 得 ”， 
这 就 是 说 :中 数 或 分 布 是 小 波 级 数 的 和 ,与 用 Fourier 级 数 来 做 这 
件 事 的 情形 不 同 ,这 些 级 数 的 系数 以 简单 的 方式 精确 并 忠实 地 表 
达 了 这 些 函 数 或 分 布 的 性 质 . 

这 样 , 人 们 就 有 了 一 个 新 的 工具 ,用 它 可 以 得 到 以 前 只 有 用 缺 
项 的 或 随机 的 Fourier 级 数 才 能 办 到 的 微妙 的 结构 . 这 些 特殊 级 
数 的 例外 好 的 性 质 现在 变 成 了 一 般 小 波 级 数 的 平凡 性 质 . 

正 交 小 波 级 数 的 分 析 或 综合 方法 将 在 科学 和 技术 的 不 同 领域 
中 起 者 重要 作用 . 本 书 第 1 卷 ( 第 1 章 到 第 6 章 ) 是 为 所 有 想 了 解 
小 波 的 读者 一 一 数学 家 、 物 理学 家 和 工程 师 们 而 写 的 . 

本 书 的 第 2 卷 和 第 3 卷 是 特意 为 数学 家 们 写 的 ,它们 讨论 与 
小 波 有 关 的 算 子 . G. Weiss 曾 指出 : 当 一 个 室 间 可 以 作 * 原 子 分 解 ” 
时 ,对 作用 到 这 个 空间 上 的 算 子 的 研究 就 变 得 很 简单 了 . HE. 
“分 析 中 的 许多 问题 可 自然 地 表述 为 定义 在 函数 或 分 布 空间 上 的 
线性 算 子 的 连续 性 问题 . 如 果 这 个 问题 可 以 首先 化 为 研究 算 子 作 
用 到 适当 的 一 类 简单 的 元 上 ,而 这 些 元 又 以 某 种 方便 的 形式 生成 
整个 空间 的 话 ,那么 这 些 问 题 就 可 以 用 很 直接 而 容易 的 技术 来 解 
He”. THK HE Te FY OC” ee = fe eT E DV LARA EAE 
1X = APA FAO I A. Be Toe eS R 
证 的 平移 不 变性 外 ,没有 任何 令 人 感 兴趣 的 性 质 . 因此 重要 的 是 对 
ATT 的 特征 值 施 加 足够 精确 的 条 件 , 以 保证 可 以 延 拓 这 个 算 子 
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ARE RMA EAE. 这 个 方向 上 的 第 一 个 结果 是 由 
Marcinkiewicz 得 到 的 . 

但 是 ,在 小 波 基 上 精确 对 角 线 形 的 算 子 或 近似 对 角 线 化 的 算 
子 构成 了 [上 有 界 算 子 的 一 个 代数 A, 用 著名 的 Calderon 和 
Zygmund 的 实 变 方法 可 以 把 4 FR FEMME KE ME 
去 . 这 个 代数 4 在 很 自然 的 意义 上 延 拓 了 伪 微 分 算 子 ,并 且 它 是 
严格 地 包含 在 A. Calderon 已 研究 过 的 算 子 集合 C H. A. Calderon 
的 研究 工作 导致 了 复 分 析 和 偏 微分 方程 中 若干 问题 的 解决 . 

这 里 对 集合 C 作 一 点 更 精细 的 说 明 . 它 的 微妙 结构 寅 于 我 们 
称 之 为 “Calderon 计划 ”之 中 . 在 与 Zygmund 合作 发 现 了 那些 可 以 
归 之 于 经 典 伪 微 分 算 子 演算 的 东西 之 后 ,A. Calderon 自己 打算 尽 
可 能 减弱 为 有 效 地 使 用 这 个 算法 所 必要 的 正则 性 条 件 ,以 系统 地 
扩展 应 用 领域 . 

在 最 少 正则 性 条 件 的 研究 中 ,Calderon 奠基 性 的 并 且 是 令 人 
出 平 意料 的 发 现 是 ,存在 着 一 个 界限 . 存在 一 个 人 们 不 能 超越 的 
“PAUR”. 在 这 个 范围 之 内 , 算 子 的 延 拓 不 过 是 某 个 Banach 空 
间 上 全 纯 苑 数 的 解析 延 拓 . 我 们 将 在 第 8 章 证 明 它 . 

ABA 7 章 到 第 11 章 研 究 Calderon 计划 中 算 子 集合 C 的 构 
È. 我 们 把 它 叫 做 Calderon-Zygmund 算 子 . 虽然 它 很 不 同 于 
Calderon 和 Zygmund 在 50— 60 年代 曾 研究 过 的 “历史 上 的 算 
fF”. 

完全 同 这 些 “ 历 史上 的 算 子 "一样 ,我 们 将 要 讨论 的 算 子 在 革 
种 新 的 意义 上 可 以 借助 于 奇异 积分 来 定义 . 我 们 将 在 第 7 章 仔 细 
HEE. 为 了 不 仅 限 于 考 虚 卷 积 算 子 的 情形 ,必须 给 出 连续 性 
的 判别 准则 . 缺 了 它 , 这 个 理论 就 会 象 钞 淮 上 的 城堡 一 样 倒塌 下 
来 . 这 个 判别 准则 之 一 就 是 David 和 Journe 的 重要 的 TOEA. 
我 们 将 在 第 8 章 证 明 它 .T(1) 定理 代替 了 Fourier 变换 ,而 使 用 
Fourier 变换 本 质 上 只 限于 卷 积 算 子 . 

RÉ TO) 定理 是 充分 必要 条 件 , 然 而 不 幸 的 是 它 还 不 能 直 
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接 用 到 最 令 人 感 兴趣 的 Calderon 计划 里 的 集合 C 中 的 算 子 上 去 . 
我 们 不 知道 这 是 为 什么 . 然而 这 些 算 子 具有 很 特殊 的 非 线 性 结构 ， 
正确 地 了 解 非 线性 ,我 们 就 可 以 从 借助 于 David 和 Journe 的 
TO) 定理 而 得 到 的 “局 部 性 ”结果 过 渡 到 有 效 地 执行 Calderon 计 
划 所 要 求 的 “整体 性 ?定理 . 

在 本 书 的 第 3 卷 及 第 2 卷 的 第 9 章 ,我 们 将 介绍 Calderon 计 
划 的 最 优美 的 应 用 . 首先 是 Calderon 的 著名 的 精确 伪 微 分 演算 ， 
它 现 在 对 非 线性 偏 微 分 方程 有 着 很 有 意义 的 应 用 . 

然后 我 们 回 到 复 平 面 上 与 Lipschitz 域 有 关 的 Hardy 空间 和 
复 分 析 的 讨论 .第 7 章 的 课题 是 研究 可 求 长 曲线 上 的 Cauchy 算 
子 . 接 下 来 讨论 Kato 问题 , 即 确定 增殖 的 二 阶 微分 算 子 的 平方 根 
算 子 的 定义 域 . 

往 后 我 们 介绍 B. Dahlberg, D. Jerison, C. Kenig 和 G. 
Verchota 关于 Lipschitz 域 上 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 . 

最 后 ,本 书 以 简短 介绍 J. M. Bony 的 仿 微分 算 子 而 结束 . 仿 
微分 算 子 可 用 于 分 析 非 线性 偏 微分 方程 . 

小 波 以 突然 的 方式 作为 某 个 伪 微 分 算 子 的 特征 值 再 次 出 现 . 
经 过 正确 地 改写 , 它 又 出 现在 Lipschitz 曲线 上 Hardy 空间 和 
Cauchy 算 子 的 研究 中 . 这 个 算 子 在 为 这 种 曲线 上 的 复 分 析 而 构造 
的 一 组 特殊 的 小 波 基 下 是 “几乎 对 角 线 化 的 "(第 11 章 ). 为 适应 各 
种 几何 情形 而 构造 小 波 基 是 足够 灵活 的 . 实际 上 ,不 存在 一 种 可 以 
用 来 分 析 所 有 Calderon 的 C 集合 的 算 子 的 普遍 适用 的 基 . 

J. O. Stromberg 是 对 任意 整数 m 构造 出 VR ) 的 形 如 
Z PPr GEZ ,LkEZ ) 的 一 组 正 交 基 的 第 一 个 人 .这 里 函数 
%(z) 属 于 C”, 并 且 它 在 无 穷 远 处 是 指数 下 降 的 . 

， 以 后 的 关于 小 波 正 交 基 的 工作 没有 走 Stromberg 的 路 , 它 本 
质 上 属于 I. Daubechies, P. G. Lemarié,S. Mallat 和 作者 本 人 这 
些 工作 已 仔细 地 给 出 了 完整 的 证 明 . 

至 于 算 子 ,Calderon Zygmund 和 Cotlar 的 重要 结果 将 在 第 7 
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章 中 用 由 集合 C 所 构造 的 一 种 新 的 方式 来 讲述 . 

读者 在 阅读 本 书后 半 部 分 时 ,经 常 遇 到 的 是 下 列 各 位 的 名 字 : 
J. M. Bony, G. David, P. Jones, J. L. Journé, C. Kenig, T. 
Murai 和 S. Semmes. 

本 书 分 为 三 卷 是 为 使 它 适 应 各 类 读者 . 如 我 已 经 指出 的 ,大 们 
可 以 仅 读 第 1 卷 , 它 是 关于 小 波 实际 知识 的 要 点 . 然而 读者 亦 可 直 
接 进 入 第 2 48 (Calderon-Zygmund 算 子 ) 而 仅仅 从 前 六 章 各 章 的 
引言 中 去 认识 小 波 . 最 后 ,读者 可 以 训 不 犹 除 地 进入 第 3 卷 的 第 
12 章 .第 13 章 .第 14 章 和 第 15 章 , 因 为 它们 中 的 每 一 章 都 是 独 
立 的 、 结 构 紧 密 的 课题 ( 复 分 析 .Banach 空间 上 全 纯 证 函 、Kato 理 
论 Lipschitz 域 上 椭 贺 偏 微 分 方程 .以 及 非 线 性 偏 微 分 方程 ). 而 联 
系 这 些 不 同 课题 的 线索 则 显然 是 小 波 在 Calderon 计划 中 的 算 子 
”理论 的 运用 . | 

本 书 的 水 平 适用 于 法 国 攻读 第 三 阶段 博士 第 一 年 的 学 生 . 我 
们 已 在 法 国 和 美国 各 类 工程 师 和 数学 家 中 试用 过 它 . 本 书 作 为 讲 
义 不 要 求 预先 学 过 EM. Stein 的 [217] 以 及 E. M. Stein 和 
G. Weiss 合 著 的 [221] 这 些 名 著 ,也 不 要 求学 过 Carcia Cuerva 和 
Rubio de Francia 的 书 (115] ,但 请 不 要 忘记 Zygmund 写 的 基本 参 
考 书 (239). 

R. Coifman 曾 帮 助 我 认识 到 Calderon 计划 的 重要 性 . 自从 
1974 夏 ,我 们 一 直 合 作 致 力 于 实现 这 个 计划 . 本 书 是 我 们 计划 的 
一 部 分 . 如 果 说 本 著作 与 它 一 开始 的 样子 相 比 变化 颇 多 的 话 , 这 完 
全 要 归功 于 我 们 的 真诚 与 热忱 的 相互 交流 ,归功 于 年 轻 的 探索 者 
们 对 问题 给 出 了 比 我 们 的 预想 漂亮 得 多 的 解答 . 
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第 7 章 新 Calderon-Zygmund 算 子 


1 引 À 


本 童 研究 的 Calderon-Zygmund 算 子 十 分 不 同 于 Calderon 和 
Zygmund 30 多 年 前 所 讨论 的 那些 算 子 . 我 们 试图 艇 述 和 和 争 释 这 些 

Calderon-Zygmund 算 子 理论 诞生 于 50 和 年代, 斯 时 Calderon 
和 Zygmund 系统 地 人 研究 出 现在 椭圆 型 偏 微 分 方程 中 的 卷 积 算 子 . 

最 著名 的 例子 是 Riesz 变换 Rj 二 一 i 9/9zx,( 一 A)?, 这 里 A= 
Ff Oxi + ee +P fdr, 1S j<n. 当 人 研究 上 半 平 面 的 Neumann 问题 
时 .就 会 水 及 到 Riesz 变换 . 更 精确 地 说 , 设 OCR" YER 170 Al 
cee CAFR. 考虑 在 2 内 的 调和 函数 u(r) SIGE Au 
+ Fu/cr=0 并 且 属 于 Sobolev 空间 HO). Fi ulr.) 和 ulr, 
OM REE 上 一 0( 它 是 有 的 边界 a092) 上 的 迹 有 意义 .与 此 相应 ， 
Riesz 变换 RE OUP RIES HC = uCayt) | 03 BE 


FE VDT A Su Ca yt) ee 


Riesz 算 子 在 L? CE .上 的 连续 性 可 直接 证 得 . 为 此 或 用 Green 
公式 ,或 通过 Fourier 变换 把 R; 与 某 个 运算 对 应 .在 第 二 种 情形 ， 
我 们 有 SR,FO EE TPE) ,注意 到 ESE 即 得 I RS |: 


六 | ,, 或 更 精确 地 ,我 们 有 2 IRA R= HSE. 
a lyst. R, HE] LEREN apao) 上 的 连续 


及 之 
BULLAE N 是 显然 的 . 这 要 由 Calderon 和 Zygmund 的 实 变 方法 得 
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< || 


到 ,这 正 是 我 们 将 要 讲述 的 . 
Calderon 和 Zygmund 更 一 般 地 考虑 由 下 列 算法 在 LCR" 上 
定义 的 算 子 .出 发 点 是 一 个 零 阶 齐 次 的 属于 CCR"/140)) 并 且 满 足 


| Adala) = 0 的 函数 Q(z), 这 里 do 是 S"-! 上 旋转 不 变 的 


第 一 代 Calderon-Zygmund 算 子 是 卷 积 算 子 . 首先 由 
(S,p) = lim | . N(x)|rl Andr pE DR"), 


定义 分 布 S=v. p Ar) xl". Eh TO =S x 了 给 出 Calderon- 
Zygmund AF T. 换言之 ， | 
人 2(y) 


T = lim| — 
ON) ary aise 7 y) ||" 


À f 按 指数 Y>0 Holder 连续 且 平 方 可 积 , 上 述 极限 存在 . 

进而 有 FH S=m(E) ,这 里 mm 人 (人 )EC CR \{0}) mÊ) = 
m(é) ,4 二 0, 并 且 mE 在 单位 球面 上 的 均值 为 零 ，Riesz 变换 的 
情形 相应 于 mE =§,/ | FI. 

这 个 理论 使 人 得 以 统一 Marcinkiewicz (1938) 和 G. Giraud 
(1936) 的 早先 的 工作 . Calderon 和 Zygmund 证 明了 
Marcinkiewicz 的 相应 于 椭圆 型 偏 微 分 方程 的 有 乘 子 正 是 G. Giraud 
所 用 的 (周期 化 了 的 ) 分 布 v.p.Q2(z)|zj 一 的 Fourier AM. 这 一 统 
一 以 (IL、Schwartz F 1943 年 至 1945 年 间 引 入 的 ) 缓 增 分 布 的 

Fourier 变换 的 概念 为 前 提 . 
| Calderon 和 Zygmund 发 现 了 两 个 Calderon-Zygmund # F 
Ti 和 了 7 了 ,复合 的 十 分 自然 的 规则 . 为 做 复合 , 只 须 进 行 mE) 和 
m: (E) AY I FF FER. 

象征 m3 CE) = mn Cm ENAA RE EARS, wD 
使 所 考虑 的 算 子 代数 是 族 I+T, 其 中 C 是 一 个 常数 ,而 了 是 由 
(1.1) 定 义 的 算 子 . 

Calderon 和 和 Zygmund 进而 要 把 Calderon-Zygmund 算 子 人 
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(1.1) 


的 连续 性 这 个 性 质 推广 到 L? OR"), 1< p<coo. 由 Littlewood 和 
Paley 引进 而 由 Marcinkiewicz 使 用 的 证 明 他 的 乘 子 定理 的 复 变 方 
法 不 能 推广 到 ” 维 情 形 , 正 是 这 一 障碍 最 终 导 致 Calderon 和 
Zygmund 创造 了 实 变 方法 . CH AS RE Calderon-Zygmund 
分 解 ,这 种 分 解 允许 对 于 一 个 给 定 的 水 平 4 二 0, 把 LR) 的 任意 
函数 S 写成 g 十 h,g MT L'OR),HÏRE | gl :<C V1, 而 有 是 
一 个 振动 项 级 数 之 和 ,每 项 的 支 集合 于 某 个 方 体 OR QHIA 
度 的 和 不 超过 C/A. 这 些 振动 项 预示 着 Coifman 和 Weiss 的 “ 原 
子 ” 以 及 小 波 . | 

对 于 一 个 算 子 了 的 Lit #4 SAT 的 分 布 核 Ke WH 
相当 弱 的 假设 (例如 ，| KG) — Kay) dr <C 


|z—yl22ly’—y! 
即 已 足够 ) ,就 提供 了 L5 L 估计 . 对 此 ,本 章 将 子 以 阐明 .通过 
内 插 , 从 这 一 估计 和 LR Ba 1 二 p 二 2 时 的 L? 估 计 , 再 通过 
对 偶 , 就 得 到 2 二 gq 过 co 时 的 估计 ,只 要 交换 天 (zy,y) 中 xz,y 的 
地 位 ,对 Ky) 作 了 相应 的 假设 . | 
Calderon 和 Zygmund 关注 的 另 一 问题 是 当 上 是 LCR) WE 
一 函数 时 ,给 (1.1) 以 逐 点 的 意义 , 即 要 证 明 对 于 几乎 所 有 的 
LER 下列 极限 存在 


limf > fx — yo Ay) | y| "dy. 


这 个 问题 导致 形成 极 大 算 子 7* ,其 定义 是 
Ny) 


T*f(2) = sup |] fle-y) FL OM ay), a2 
并 证 明 极 大 不 等 式 | 
IT fl SCIF laf € LR). (1. 3) 


我 们 方才 介绍 的 卷 积 算 子 仅 出 现在 常 系数 的 椭圆 问题 中 ,为 

处 理 十 分 正则 的 变 系数 偏 微 分 方程 ,Calderon 和 Zygmund 创立 了 
我 们 所 说 的 “第 二 代 ”Calderon-Zygmund 算 子 . 

第 二 代 Calderon-Zygmund 算 子 不 再 是 卷 积 算 子 ,而 由 稍 许 修 . 
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改 了 的 分 布 核 给 出 . 精确 地 说 ,车 了 是 一 个 (充分 正则 并 且 平 方 可 
积 的 ) 检 验 函 数 , 我 们 有 | 


Thx) = v. p. [Ky fody = lim] Key) fdy, 


= 


(1. 4) 
HP KCr,y) BA POPE: 
K(z.y) = L(x,x — y), (1.5) 
L(x,Au) 一 和 "za 对 所 有 ERNO) APPA A>O, 
(1. 6) 
[maeL(r,u)| SC, 4 lui=1, [el SN H [BIKm, (1.7) 
| _ Landou = 0, 对 任意 x ER". a. 8) 


利用 分 离 变 量 法 ( 展 成 变量 UES ORR A KR), 
当 N WZ n 充分 大 时 ,Calderon 和 Zygmund 把 第 二 代 算 子 归结 


为 标准 收敛 级 数 UMT RP 也 是 第 一 代 算 子 ,而 MENAR 
BOR STEM AS. 当 限 于 研究 第 二 代 算 子 的 或 ?连续 性 
时 ,整数 m 不 起 任何 作用 ,甚至 可 以 是 零 . 

反之 , 当 研 究 有 关 算 子 的 复合 以 求 得 到 一 个 赋 子 精确 象征 算 
法 的 代数 时 ,m 将 起 本 质 性 作用 . 为 方便 计 , 模 掉 1 阶 正则 化 算 子 
构成 的 理想 7 来 进行 推理 ,所 请 1 阶 正则 化 算 子 是 指 算 子 S 以 
及 aariS, so/ari， 1 委 j 委 0 在 LR) EAR. Calderon 和 
Zygmund 证 明了 ,以 .9 为 模 , 第 二 代 Calderon-Zygmund 算 子 组 
成 一 个 交换 代数 ,只 要 m 和 NN 充分 大 . 这 个 代数 中 还 应 包含 跟 b 
(z) 逐 点 相 乘 的 算 子 ,5b(z) 及 其 所 有 导数 有 界 . 

若干 年 后 (1965),A. P. Calderon 重 提 象征 演算 问题 ， TEF 
找 相 应 于 算 子 TA T-A Lia.) 和 Llr) XF x 的 正则 性 
的 最 少 条 件 ,这 些 条 件 保证 以 1 阶 正则 化 算 子 为 模 的 象征 演算 的 
存在 性 . 在 对 于 偏 微分 方程 的 应 用 中 ,关于 x 的 正则 性 由 所 研究 
的 微分 算 子 > ,cs(z)z 的 系数 co(z) 的 正则 性 决定 ,而 问题 中 的 核 
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关于 变量 u € K'\(0} 是 无 窃 次 可 微 的 . 

方才 提出 的 象征 演算 问题 可 归结 为 交换 子 [A, 了 Tj 的 研究 ,这 
里 4 是 和 一 个 肾 数 as(z) 逐 点 相 乘 的 乘法 算 子 ,a(z) 的 正则 性 由 
HRE. DPR m 估量 ,而 了 =a/azTi 十 … 十 a/arT 诸 
2 是 第 一 代 Calderon-Zygmund 算 子 . 

在 一 维 情形 ,T, FR Hilbert 变换 H 代替 ,而 人 由 “Calderon € 
P” A=DH RARE DE O 

在 1965 4 „Calderon 证 明了 交换 子 [A.A] ELR LAR, 
当 县 仅 当 a(x) E Lipschitz 函数 , 即 存在 一 个 常数 C, 使 对 所 有 x 
和 > 有 ja(Cz) 一 ay)| 委 Clz 一 y|. 条件 的 必要 性 容易 验证 . RA 
的 芥 含 是 深刻 的 ,Calderon 的 证 明基 于 他 利用 Lusin 面积 函数 的 
可 积 性 对 全 纯 衬 间 王 :建立 的 特征 刻画 上 . 这 一 特征 刻 画 开辟 了 空 
BE 上 的 算 子 及 类 似 于 王 的 实 空间 的 对 偶 空 间 的 研究 道路 
([109]). 

为 了 过 渡 到 n ZE, Calderon À] 用 ( 几 年 前 由 Calderon 和 
Zygmund 发 现 的 ) 旋 转 法 ,并 且 证 明 当 m=1 和 N 充分 大 时 (1.4) 
定义 的 算 子 族 变 成 一 个 交换 Banach 代数 ( 模 1 阶 正则 化 算 子 ). 

这 个 引 人 注 目的 定理 将 在 第 9 章 证 明 , 它 可 以 改进 和 人们 利用 
古典 微分 演算 (其 中 象征 olr DAF r 无 穷 次 可 微 ) 获 得 的 大 部 
TR. 

交换 子 L4,4] 的 L 连续 性 到 L'(1<p<oo) 连续 性 的 过 渡 则 
采用 Riesz 变换 情形 所 用 的 证 明 . 

目 1966 年 以 来 »Calderon 着 手 研 究 高 阶 交 换 子 T= LA; [As 
+ LA, DH | |), AERE Ti tk L'OO LES, RE 4 是 一 个 


与 Lipschitz 函数 a(x) 逐 点 相 乘 的 算 子 . 母 级 数 QUOTE th 


Cauchy 积分 定义 的 算 子 v.p- fe 一 w) f (wddw, HAT 是 一 


个 Lipschitz 图 象 ,而 了 属于 L'(T,ds). A. Calderon 提出 后 一 算 子 
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在 Hilbert 空间 性 (CPidas) 上 的 连续 性 问题 . 
纳入 “Calderon 计划 ”的 另 一 算 子 联系 着 在 一 个 Lipschitz F 
集 上 用 双 层 位 势 法 解 Dirichlet 或 Neumann 问题 这 一 经 典 课题 . 
所 说 的 算 子 在 局 部 坐标 系 内 由 下 式 给 出 


Tha) = Ly, p. f. Kw yf dy, 


其 中 | 
K(z,y) = (a(x) — aly) — (x — y) + Valy Ar — yl? + 
(a(x) _ CCy))27 一 ce+D72 ， 
而 .je LR"). Lipschitz 区 域 ( 局 部 地 ) 由 1>ar) ,rER':ER Æ 
义 , 而 alr) Æ Lipschitz ph RX. | 

E ”一 1, 这 个 核 正 是 Cauchy 核 的 实 部 ,而 在 n ÆA, — EH 
知道 了 Cauchy HE L*(R) 上 的 有 界 性 , 便 可 用 旋转 法 研究 它 . 

在 1977 年 ,Calderon 证 明了 对 于 所 有 Lipschitz 图 象 y 二 a(z) 
由 Cauchy 积分 定义 的 算 子 的 连续 性 ,只 要 le’ 上 <e; 所 用 的 方 
法 不 能 计算 这 个 神秘 常数 €. 

第 三 代 Calderon-Zygmund 算 子 推广 了 方才 叙述 的 例子 . 1976 
年 ,A. Calderon 提出 下 列 问 题 , 设 天 (zyy) 是 对 vx 定义 的 两 个 
实 变量 的 函数 , 它 满足 |K y) |C lr y| 和 |9/axrK(2z,y) | 
委 Cilz 一 > 上 :这 两 个 估计 以 及 条 件 KO) = —K (ay). DAK 
为 v.p. Kia WHAFT: D-H RADIA LOR) EN —-À 
连续 算 子 ? 这 类 结果 将 “无 偿 ” 提 供 所 有 Lipschitz 曲线 上 Cauchy 
核 的 连续 性 等 结果 . 可 惜 有 关 算 子 扩张 的 命题 并 不 成 立 . J.L. 
Journé 在 1982 年 发 现 应 当 再 附加 假设 TU) 属于 BMO. 这 后 一 
条 件 对 于 了 的 连续 性 将 是 必要 且 充 分 的 .为 了 定义 T(1), 用 
g(X) 表 示 Gauss 函数 exp (— ex’) 并 证 明 存 在 标准 化 常数 Cle) 
使 在 分 布 意义 下 TT(g.) 一 c(e) 收 人 钙 到 一 个 分 布 ,我 们 记 之 为 
T(1); 这 个 分 布 仅 在 以 常数 为 模 的 意义 下 是 确定 的 ,毕竟 对 于 函 
数 空间 BMO 也 不 过 如 此 . 
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“T (1) EEE’ RAE G. David fl J. L. Journé 在 1983 年 证 明 ， 
这 是 一 个 值得 重视 的 结果 ,因为 它 把 由 A. Calderon, R. R. 
Coifman 和 本 书 作者 所 得 的 所 有 结果 都 化 归 为 简单 的 分 部 积分 . 
特别 地 , 它 直 接 提 供 了 小 斜率 Lipschitz 曲线 上 Cauchy 核 的 连续 
性 . 
到 一 般 Lipschitz 曲线 的 过 渡 由 新 的 实 变 方法 实现 ,这 种 方法 
由 G. David 发 现 ,并 被 T. Murai 简化 . | 
为 了 定义 “第 三 代 Calderon-Zygmund” 算 子 , 我 们 以 REH R 
并 摆脱 反对 称 性 假设 玉 (y，,z) 一 一 天 (zy). 这 时 仅仅 知道 了 
Klr, (ERR XR \A 上 定义 ,A 是 对 角 面 ) 还 不 能 定义 算 子 
TD. 
我 们 沿 相反 的 方向 进行 ,而 从 一 个 线性 (连续 ) 算 子 T:D— 
多 出 发 . 我 们 说 工 相 应 于 一 个 奇异 积分 ,如 果 工 的 分 布 核 限 制 在 
R"XR" A 上 是 一 个 函数 K(x,y), 它 满足 
|IK(z,y)| Colrz— y|", (1.9) 


la/az,K (aay) | Cr — y TI, An, (1.10) 


13/8y,K (z) Cry, Kj n (1.11) 
换言之 ,者 了 是 一 个 检验 函数 ,z 不 属于 f 的 ( 紧 ) 支 集 ,那么 
Tf (2) = [KDS dy. (1.12) 


基本 问题 (将 在 第 8 章 解 决 ) 是 找到 列 含 了 在 参照 空间 
L' (R”) 上 连续 性 的 必要 且 充 分 的 条 件 . 我 们 将 说 工 是 一 个 
Calderon-Zygmund 算 子 . 我 们 将 证 明 存在 R" 上 的 一 个 有 界 可 测 辽 
数 m(z) 和 一 个 可 测 函 数 序 列 €, CE €, (x) > 0, EXT AT JE 7 
LOR") 的 函数 上 和 几乎 所 有 的 ce RA 


T f(a) = m(x) f(a) + limf KG) dy. 


lem yl ze Cr 
(1.13 
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在 卷 积 算 子 的 情形 ,ej 不 依赖 于 r: 另外, 若 6 可 以 是 趋 于 0 的 
任意 序列 ,就 有 回 到 了 奇异 积分 主 值 的 古典 概念 . 表达 式 (1. 13) 
显示 了 在 什么 意义 下 T* 相 应 于 一 个 奇异 积分 ”. 

除 已 列举 的 例子 (Calderon 交换 子 , Lipschitz 曲线 上 的 
Cauchy 积分 或 双 层 位 势 ) 之 外 ,第 三 代 Calderon-Zygmund 算 子 还 
出 现在 一 个 通 然 不 同 的 背景 中 . 为 了 证 明 由 第 3 章 的 算法 产生 的 
一 个 小 波 基 由 ,XEA, 是 某 个 而 典 函数 空间 B 的 一 个 无 条 件 基 , 方 
便 的 步骤 是 证 明 在 我 们 的 小 波 基 中 的 对 角 算 子 TiL'COR) 一 
LOR") 在 函数 空间 B 上 同样 也 是 连续 的 ,而 这 类 算 子 自动 的 是 
Calderon-Zygmund 算 子 , 它 在 B 上 的 连续 性 可 用 本 章 和 第 10 À 
中 发 展 的 实 变 方 法 来 建立 . 


2， 相 应 于 奇异 积分 的 
Calderon-Zygmund 算 子 的 定义 


正如 引言 中 所 申明 的 ,我 们 无 意 把 Calderon-Zygmund HFE 
义 为 奇异 积分 的 主 值 . 

更 精确 地 说 ,有 可 能 使 用 这 样 的 核 Ky) ,对 它 来 说 ,极限 
lim Kz, fody 在 通常 意义 下 不 存在 ,即使 /(y) 是 一 


E40 J |z— vie 


FRERE, HE Cosy) 是 反对 称 的 . 反之 ,这 个 极限 在 反对 称 
情形 下 在 分 布 意义 下 存在 ,这 就 引导 我 们 把 理论 建立 在 双 线 性 型 
J(f,g) = TAg) = SDN 的 基础 上 ;f 和 g 是 两 个 检验 
RIT 是 .多 到 2 内 的 一 个 线性 算 子 ,S 是 了 的 分 布 核 .S 和 K 
的 联系 由 天 是 S 在 对 角 面 余 集 上 的 限制 所 保证 . | 

请 看 澄清 这 些 区 分 的 一 个 例子 . 用 g(z) 表示 PR) PH 
个 奇 函数 ,满足 | ”sinzb(z)dz = 1. 假定 9 的 支 集 是 两 个 区 间 
[一 4/3 ,一 2/3] 和 [2/3,4/3] 的 并 集 , 再 作 核 
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SX 


K(x,y) = X YOC — yDDexpG2* (x + y)). 


直接 看 出 K(y,x) = K(r,9)5{K (x,y) | < Co 并 一 yl, 
laK /ax| <C,|a — y|-?. Bf BF DM Ce), 4-10, OILS F 


1, 当 一 TSzsl wb lim | KG Sd y 的 存在 性 推出 级 


1 工 一 了 


数 D exp (Ci2tz) 的 收敛 性 . 这 个 级 数 (在 简单 收敛 的 意义 下 ) 处 处 
发 散 ,但 在 分 布 意义 下 收敛, 这 导致 构造 
Jf g) = T : aK Eni Me@dyde, 


其 中 天 (zy) 是 一 个 反对 称 核 ,满足 Kooy | SC jryi 而 
SA s ÉD RF PHATAK, TE 


JP, =| Kanne — fHedyde, 


我 们 用 绝对 收敛 积分 [LK Sorex) 一 fe dydr 
定义 了 Ia). 从 而 J(f,g) = lim J.(f,g), 这 就 允许 用 
CT) = Je) HT: DoD. 

核 非 反对 称 的 情形 更 加 脆弱 ,以致 不 能 从 核 出 发 定义 算 子 ,我 
们 交换 角色 的 次 序 , 而 从 一 个 算 子 了 :2 一 22 HR. SED (CR 
XRO 是 T 的 分 布 核 . S 的 存在 由 Schwartz 的 著名 核定 理 保证 . 
而 SS 和 7 的 联系 由 (人 TCD ,g) 一 4 人 8coj) 提供 ;第 一 个 括号 表 
示 PCR) ALOR") 之 间 的 对 偶 , 而 第 二 个 是 POR’ KR 和 
FOR" KR") 之 间 的 对 偶 . 

把 由 yár, rER,YERTE NE 恨 "XR" 的 开 集 记 为 2, 我 们 
关心 SE 0 的 限制 , 记 之 为 Klay). 


定义 1 RT:OR)-LH R) 是 一 个 连续 线性 算 子 ,我 们 
说 T 是 一 个 Calderon-Zygmund AF ,如果 下 列 四 个 条 件 满足 : 
存在 常数 Co 使 KCx,y) 是 在 O 上 局 部 可 积 的 函数 并 满足 
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| 天 (zy)| 委 Colz 一 y| 一; (2.1) 
存在 一 个 指数 YE 10,1) 和 一 个 常数 CI 使 得 当 (x, ND EN A 
ax lzy] 时 有 

IKC y) — K(az,y)| SC, |2’ — z| |z — y|"; (2.2) 
同样 当 |y 一 ?| <Sle—o HA 

KG, y) — Klay) | KCily — ylle — y| (2.3) 


7 可 扩张 为 一 个 L?(R") 上 的 连续 线性 算 子 ,其 范 数 小 于 或 等 


于 C2. 


Y= 1 ,条 件 (2. 2) 和 (2.3) 可 更 简洁 地 写成 |a 开 /azi| + 
I9K/ay;| SC lr — yi AK j<K nn). 

回 到 引言 中 我 们 称 之 为 “第 二 代 Calderon-Zygmund 算 子 ”的 
At. 这 时 核 有 形式 L(xz,z 一 y) ,LCz,u) 满足 (1.5),(1,6) 和 
(1.7), 这 种 核 决 不 满足 估计 (2. 2) ,除非 L(x,w) 不 依赖 于 x. 这 时 
算 子 是 卷 积 算 子 , 即 第 一 代 Calderon-Zygmund 算 子 .为 证 明 这 一 
注释 ,我 们 简单 地 注意 到 ,不 然 的 话 核 天 (xz,y) fl À K (Ar, ày) 以 
同样 的 常数 Ci 满足 (2.2), 应 用 L(z,u) 关于 u 的 齐 次 性 , 若 
(2. 2) 满 足 ,就 推出 对 所 有 4 之 1 和 所 有 长 度 为 1 的 À 

| LCAx ,u) — LOr ,u)| SC, Sa’ — al, 
只 要 lc’ 一 z| <>. 令 4 趋向 于 无 穷 , 即 得 所 要 的 结论 . 

因此 条 件 (2. 2) 对 大 的 |z 一 ?| 是 不 满足 的 . 

称 子 集 SCY (L?(R"), LR")) 是 Calderon-Zygmund 算 子 
的 一 个 有 界 集 ,如 果 算 子 TE 有 家 以 同一 指数 7 和 同样 的 常数 C, 
Ci Co 满足 (2. 1), (2. 2), (2.3) 和 (2. 4). 

用 多 表示 形 如 Uf(r) = 02 F0 (x 一 zx0))(zo E R, > 
O 的 LR") 的 丁 同 构 . 若 工 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 , 则 
族 UTU',U€ 多 ,是 Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 有 界 集 . 
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Cy 


UTU™ 的 核 是 人 "KO (x 一 Lo) 0 Cy — Yo) )s 我 们 重新 得 到 
有 关 条 件 (2.1) 至 (2. 4) 在 比例 尺 改 变 时 不 变性 的 注释 . 
我 们 建立 由 下 述 命题 给 出 的 “ 弱 紧 性 定理 ”. 


命题 1 BT, OEN) 是 Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 有 办 
序列 . 则 存在 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 T 和 一 个 子 序 列 Te 
使 对 SE LCR) AM ge LR) 有 

(T jm (Pg) > (Tf) +8). (2.5) 
这 时 记 成 了 >T. 


HTP At 7,;:(R") 一 LR") 的 范 数 组 成 一 个 有 界 序列 ,可 
以 抽 一 个 子 序列 T jem) E55 WK Bll — TP AVE RF T ; L? CR") > 
LR"). 

还 需要 证 明 T 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 .用 S 和 S & 
RTA T 的 分 布 核 .那么 S 是 SE D'OR XR SA X 
下 的 极限 . S ERR 2 的 所 有 紧 子 集 上 的 限制 是 关于 m 一 致 满 
E Holder 条 件 的 连续 函数 . Ascoli EMAS S。 在 这 些 紧 子 集 上 
一 致 收敛 到 S. 在 $。 所 满足 的 不 等 式 (2. 1), (2.2),(2. 3) Pa 
到 极限 ,就 得 到 关于 S 的 条 件 (2. 1),(2. 2),(2. 3). 

反之 ,所 有 Calderon-Zygmund 算 子 可 表示 成 Calderon- 
Zygmund 算 子 的 一 个 有 界 序列 Tu。 在 (2.5) 意义 下 的 极限 .了 ,的 
分 布 核 事 实 上 是 无 穷 次 可 微 的 有 界 函 数 . 更 精确 地 ,我 们 有 


命题 2 WTR) 一 LR’) 是 一 个 相应 于 核 KCx,y) 的 
Calderon-Zygmund 算 子 . 则 存在 序列 K, (zx,y) E L* CR" x RD 使 
3a/ari 天 ,和 9/9yj;K。 也 属于 LCR" X RD ,并 且 具 有 下 列 性 质 : 

由 TiS) = [Keo fOordy 定义 的 算 子 Tv 组 成 

Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 有 界 序列 ， (2. 6) 
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对 所 有 A ELR), 有 
lim || TA) — TaN | 2 = 0. (2.7) 


为 证 明之 , 设 98E PR) 是 一 个 积分 等 于 1 HARK, > 
Pa x) = mM Kme), 并 用 RRRA qs 作 的 卷 积 算 子 . SET, = 
R,.TR,. HSE DR X R ÆT HRH, Sne TRADE, 
于 是 有 


Lay J| mC u)S(u,v)Q, — y v (2. 8) 


= (TT Gms Te Pa ) 
”其 中 = 表示 x 平移 算 子 . 

为 结束 证 明 ,我 们 可 以 假设 的 支 集 含 于 |z| <1,H ART 
在 (2.2) 和 (2.3) 中 Y= 1 的 情形 . 

若 |z — y| > 4/mr af rw 的 支 集 不 相交 , 则 


Snl, y) = [ra — Wu Ku vv 一 ydudv 


= [Ke 一 m’? 一 ~ pu) pv)dudv. 


因此 只 要 |z 一 y| > 4/m,5,(x,y) 以 一 致 常数 具有 性 质 (2. 1)， 
(2. 2) ,(2. 3). 

若 lz 一 y| <4/m, RUA T ELRO 上 的 连续 性 得 到 
S.Cz,y)| < Cm", 同样 有 


CR 一 Î E — u)S(u,v)g,(v — y)dudv 


d 
— — (TE, Pn str 2x, Fm? 9 
从 而 有 
9 十 1 


这 些 估 计 殖 含 当 | — y] <4/m ht (2. 1) 和 (2.2) 成 立 . (2.3) 的 
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情形 类 似 . 

TaN FE LR) PRAA TOP) 是 显然 的 ,命题 2 证 毕 . 

最 后 还 有 一 个 一 般 性 质 值 得 一 提 . T 是 一 个 Calderon- 
Zygmund AT. BES T ANN RES. BAT ERA T 
RE mr) E L RY 的 乘积 算 子 . 

为 验证 这 一 事实 ,我们 摹仿 前 面 的 逼 近 格 式 ,不 过 用 一 个 更 为 
粗浅 的 方式 . 以 2 RROD A 2 8 + 2°(0, 10°C € 2") 的 族 ， 
D V,C LR) 表示 在 每 个 QE 2, ERM RAM MRT SI], 
i ELR > V 是 相应 的 条 件 期 望 算 子 . 若 了 了 ELER) 上 
有 界 且 是 局 部 的 ( 即 对 Je LTS) 的 支 集 含 于 f 的 支 集 内 ), 那 
么 对 于 ETE,:V ;> Vj 也 如 此 . 由 此 推出 限制 在 V, ENT ,E ES — 
TREK mj(z) 逐 点 相 乘 的 乘法 算 子 ,在 每 个 立方 体 QE Db 
也 是 常数 . 另外 有 

| mj l oo = | ETE,; | T. 

EST 和 ET 之 间 的 相 容 条 件 直接 提供 等 式 mi = 
E;(m;,1). 于 是 函数 序列 m) 是 一 个 一 致 有 界 的 拷 , 它 收 钱 到 
mx) € 了 (RD). 简单 地 过 渡 到 极限 就 证 明了 TT 是 和 这 个 画 数 
mx) TERCERA FBR. 

与 上 述 证 明 类 似 , 为 证 明 命题 2 我 们 也 可 用 算 子 五 代替 正则 
ERT R, ,上 ,与 一 个 正则 性 7 之 1 的 多 分 辩 率 分 析 相 对 应 . 形成 
T yi dt ay Calderon-Zygmund 算 子 的 有 界 序 列 的 算 子 T, {EH 
ETE RR. 

， 由 于 命题 2, 人 们 可 以 首先 仅 用 绝对 收 敏 积分 叙述 Calderon- 
Zygmund 算 子 的 所 有 理论 ,再 以 过 渡 到 极限 作为 结束 . 这 一 观点 
出 现在 [76] 中 ,就 我 们 所 知 ,[76j 是 我 们 这 里 介绍 的 一 般 理论 的 
第 一 个 重要 文献 . 

Calderon-Zygmund 算 子 的 第 二 个 通 近 技巧 基于 核 的 截断 . 为 
此 , 设 PE SR') 是 一 个 偶 函 数 , 它 当 rl <1 时 等 于 1 而 当 [xl 
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> 2 时 等 于 0. 用 Ks(z,y) = K(z,y)[1 一 VX 一 )| 代替 
K(x,y), 在 这 些 条 件 下 , 当 lz 一 y| 委 9 时 天 (zy) 一 0, 核 的 奇 
异性 消失 了 ,把 由 天 ,定义 的 算 子 记 为 7 T 与 诸 Ys 间 的 关系 由 下 
列 命 题 描述 . 


命题 3 诸 T, 组 成 Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 有 界 集 . 存 
在 一 个 趋 于 0 的 序列 2 和 一 个 函数 mx) E L”(R") ,使 对 LCR") 
中 所 有 两 个 函数 的 对 (六 gs) 有 


(TS ,e) = lim (Tag) Faded ¢ (2. 9) 


先 证 第 一 个 断言 ,我们 有 
Au) = (20) fet Ede 
以 及 
Ken = [1— d 25] Sy), 
其 中 S 是 了 的 分 布 核 .然后 我 们 用 Fourier ARER 9 272) ， 
这 就 分 离 了 变量 / 
a 一 | = 2 er ge) dE 


从 而 
| K3(z,y) = S(x,y) — R:x, y), 
其 中 
Ra(ryy) = (22) "ler S(z, ye" WE) dE, 
把 以 R;(x,y) 作为 分 布 核 的 算 子 记 为 2 并 以 AM 表示 和 


e 一 逐 点 相 乘 的 乘法 算 子 . 我 们 有 
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RK; = (20) |M o-o TM 19 EAE 


而 As: LCR") > LR 的 范 数 不 超过 CMD IT [pl 

分 别 考 虑 |r — yl <s, |x — y| [20 MM |x — y] Se 
这 三 种 情形 不 难 验 证 估计 (2.1), (2. 2) 和 (2. 3). 

为 了 证 明 第 二 个 断言 ,首先 抽 一 个 序列 8 使 (Ti f,g) 一 
(Lf, g) L ESE Calderon-Zygmund 算 子 . 若 上 和 g 是 支 集 不 相 
交 的 两 个 检验 函数 , 当 j 充分 大 时 我 们 有 (Taf) = (Tf,g). 由 
此 推出 TAg) = (Lf,g). 与 一 工 相 应 的 核 是 零 ,从 而 (2.9) 成 
DA 

从 下 述 事 实 看 出 命题 2 叙述 的 逼近 技术 优 于 方才 所 用 的 . 这 
个 事实 是 : 若 了 在 Hardy 空间 HOR") 上 或 其 对 偶 BMOCR’) 1， 
有 界 , 则 命题 2 的 算 子 7 保持 这 一 性 质 ,命题 3 的 通 近 算 子 则 不 


3. Calderon-Zygmund 算 子 和 空间 L? 


本 节目 的 是 研究 当 1< 二 pp 二 时 Calderon-Zygmund 算 子 在 
空间 L*(R") 上 的 连续 性 ,并 且 叙 述 极限 情形 p= 二 1 和 p=oo 时 
的 境况 . 

设 (zx,y) ER x 展 " 上 的 一 个 局 部 可 积 函 数 , 假定 算 子 
Tf(r) = [KS dy 在 LOR) 上 连续 ,那么 必 有 


sup ess| [KCz,y) ldy < co， (3.1) 
LE 
而 NT es 正 是 由 (3.1) 给 出 . 
ALS aT ELR) 上 连续 ,那么 sup ess| |K (x, y) [dr 必然 
yer” 


AR ,并且 等 于 IT Hi. 
Calderon-Zygmund 算 子 不 满足 这 些 条 件 , 这 是 由 于 由 (2.1) 
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描述 的 核 的 奇异 性 通常 是 太 强 了 . 

Calderon-Zygmund 算 子 从 CH LRE. 与 此 相反 , 它 可 扩 
张 为 一 个 从 LR AE 蕊 的 连续 算 子 , 我 们 就 要 定义 这 后 一 空 
LE 


定义 2 一 个 在 R" 上 可 测 的 函数 f(z) RATE LMR 
IF. = supal (æ: fC) > A) 


有 穷 . 


本 质 的 一 点 是 上 fi, 并非 一 个 范 数 . 我 们 有 Df 十 gj 过 
2 上 fs 十 2 上 8g, 这 个 不 等 式 可 以 直接 验证 .事实 上 , 若 f(z) 
+ glr) >A MA [SCIE A/2 R |g(x)| > 4/2. 反映 到 集合 
上 ,就 有 


Hat IF HD SAKES N o H EN g u 


这 蕴含 弱 L! 是 一 个 向 量 完备 度量 空间 . 但 弱 L' 不 是 一 个 
Banach 空间 ,为 看 出 这 一 事实 ,我 们 考虑 1 维 情 形 . 我 们 注意 到 
lz 一 ml 属于 弱 二 ,其 范 数 为 2. 但 这 些 函 数 的 凸 组 合 
2-9 >) |z 一 2- 大 | 不 能 组 成 弱 的 一 个 有 界 序列 ,因为 这 些 古 


OLA 2/ 


组 合 在 整个 区 间 上 超过 cjvc > 0 是 一 个 常数 . 
为 证 度量 空间 的 弱 严 完 备 性 ,只 需 验证 若 © 刻 上。 之 2-*, 则 
4h =f PBL. 为 此 ,我 们 采用 推出 (3. D 所 进行 的 扒 


理 . 车 |f(zx)| > 4, 那 么 存在 使 |fi(x)| > a2 = 1 — 
1/ Y2). 而 | | 
{ars GI > aA} | < CaA) 12? | Fi |, S Ca) 1274 


由 此 即 可 得 出 结论 . 
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现在 回 到 Calderon-Zygmund 算 子 ,空间 L' 和 空间 弱 L'2 1 
的 关系 . 


定理 1 设 了 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 , (2. 1),(2.3) 
和 (2. 4) 中 与 之 相应 的 常数 Co = Ci = C, = 1 (而 (2.2) 不 起 任何 
作用 ). 则 存在 一 个 常数 C= 二 Cn,7) EXAM FEL) LA 
Ma À > OF 


Mr ER ITSGI> HIS LISIL eD 


如 果 空 间 弱 是 一 个 Banach 空间 ,那么 定理 1 仅仅 假设 
(2. 1) 就 显然 成 立 ,因为 积分 |K Ody 可 以 看 作对 y 一 至 
RFS OBR x > K(x,y) EM. 

为 了 证 明定 理 1, Calderon 和 Zygmund £M T MH f € 
L R 的 一 个 值得 重视 的 ( 非 线 性 ) 分 解 . 这 一 分 解 今日 称 为 
“Calderon-Zygmund 分 解 ”, 定 理 2 叙述 了 这 一 分 解 的 性 质 . 


定理 2 Kis) ELR) 的 一 个 函数 ,1 是 一 个 正 实数 , 称 
为 f 的 Calderon-Zygmund RR BHA. IBA f 可 以 表示 成 一 个 
BT OO DORR g 和 一 个 由 十 分 振动 且 局 部 化 的 项 5,(j € J) 
组 成 的 级 数 之 和 |. 

更 精确 地 说 ,存在 不 相交 的 方 体 Q ,其 并 集 记 作 2, 使 每 个 天 
数 5; 的 支 集 含 于 相应 的 Q, BHA 


f=g+ > ,0 在 整个 R'E, (3. 3) 
| jeJ 

对 几乎 所 有 的 r & N, igCx)| = |f(x)| <à (3. 4) 

对 所 有 x € DO,jg(z)| L 2'À (3. 5) 

a, SAF ias | (3. 6) 
Helas Zrele, | (3. 7) 
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| le ldz < 210,1, (3.8) 
Q; 


| b(xdxr = 0. (3. 9) 


在 证 明 这 个 结果 之 前 , 先 给 出 一 个 有 趣 的 例子 . 设 /(x) € 
L'R) 是 区 间 [0,114 PR À, ORM 2" mm EN, 实现 f 
的 Calderon-Zygmund 分 解 . 那么 0 是 区 间 [0,2”] ,在 这 个 区 间 上 
g(x) =2-", MERAH gr)=0.B(xz)= f(x) —g(r) 是 积分 
为 零 且 支 集 在 分 解 的 唯一 “ 方 体 ”*[0,2” jj] 内 的 一 个 函数 ,b 满足 
(3. 8). 

FES EE 2 的 证 明 , 从 所 有 二 进 方 体 QC 了 的 集 族 2 出 
发 ,以 条 件 irj SO ldz > ARR © C 2. 面 对 的 第 一 种 情形 


是 © 是 空 的 ,这 时 对 所 有 二 进 方 体 Q 有 Toy) IS lde < 2x 
表明 Sl. SAB 2 节 我 们 曾 注意 到 这 一 事实 .在 这 种 情形 ， 
Calderon-Zygmund 分 解 就 是 了 = g, 没 有 振动 项 bj € J. 

À € PÉTER QE 的 体积 1Q| 满 足 |Q| < 
4 上 fi, 并 且 方 体 Q EE © 的 并 集 与 互 不 相交 的 最 大 方 体 Q; 
GEJ 的 并 集 一 致 . 

对 所 有 方 体 QC, AO 表示 Q 的 “父亲 ”, 即 人 是 包含 Q@ 且 
RIA Q 的 二 倍 的 那个 二 进 方 体 . 

因为 Q@; 是 最 大 的 , 它 的 “父亲 ”不 再 属于 名 ,于 是 


rl lde < 由 此 推出 | IA lde < 4lQ,1, 并 且 
Ima, f | < 2"4, 这 里 mof E/E Q; 上 的 均值 . 

W rE Q EX b; (x) = I(x) 一 ma J , 当 ax & Q; 时 ,定义 
b;(x) 一 0. 若 Xx & 2,4 gla) = f(x) me x € Q, gír) = 
maf.» 由 这 些 定义 ,我 们 有 等 式 (3. 3). 
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现在 验证 (3.4), BP r GOW (SG Ae rc AT 0, 
就 表明 对 于 含有 z 的 所 有 二 进 方 体 Q 有 yj) IFO lay <a 

以 加 表示 对 楼 长 为 2-, 的 所 有 二 进 方 体 的 族 取 条 件 期 望 ( 即 
均值 ) 的 算 子 . FRE RNG 上 有 LEO) (x)1<x, 但 当 j 趋 于 无 
穷 时 ， 羽 (万 几乎 处 处 收敛 于 f, 因 此 在 RNO 上 几乎 处 处 有 
| f(x) | <A. 

性 质 (3. 5) 已 经 验证 ,现在 看 (3. 6). 我 们 有 


ID} = DIKE O dy < aN S a 
ged jE j 
| ghar =| letdet+ | leliaz 
<D lma, fQ] + af, fo ar 
jet 
< Sie ZIQ; | + al If) |dx 


<r D) j Sdr + al if ldz 


JEJ 
=4" af Sdz + af | [fa ldz 
fi 2 \f 


A All Ff |. 


定理 2 证 明 完 毕 , 并 可 返回 到 定理 1 的 证 明 . 
必须 注意 条 件 (2.1) 至 (2.4) 不 是 完全 必要 的 . 保留 条 件 
(2. 4) ,可 以 把 (2.1),(2.2) 和 (2.3) 换 成 单一 条 件 
| solv (Kay) — Kay) dr < Ci. (3.10) 
我 们 就 在 条 件 (2.4) 和 (3. 10) 之 下 进行 证 明 . 显然 可 以 设 C = C, 
一 1,| fl,=1. 
对 f $e BUH A 进行 Calderon-Zygmund 分 解 .于 是 得 到 定理 2 
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中 所 说 的 方 体 Q;,jEJ. 用 Q;? 表示 二 倍 方 体 ,Q) 的 中 心 是 Q W 
中 心 ,而 Q 的 对 角 线 是 Q; 的 对 角 线 的 二 倍 . 定义 O° HQ} 的 并 
集 , 我 们 有 

I2? | < 2,19; | <z2,la; < 2" À 

RE 是 不 属于 OA ITS ao) DARA x 的 集合 . BR 
们 证 明了 | 五 | 二 Cx ,证 明 就 结束 了 . 这 是 因为 ITA 
所 有 点 x eR 的 集合 含 于 EU O FHA 10°] 委 2 / 

在 (3.3) 中 令 bla) = 215i)» 用 EM E, 分 别 表示 由 
|\T g(x) | > A/2 和 |T6b(z)| > My/2 定义 的 EE 的 子 集 .于 是 ECE, 
J E,, 这 就 告诉 我 们 要 放大 ,和 Es 的 测度 . 

为 放大 1E| ,简单 地 利用 工 ELR) 上 的 连续 性 . 我 们 有 
i Tg |, 寺 gl: 2" à. Bienaymé-Tchehitcheff 不 等 式 给 出 


PIE < Tehi <4, 
AM E] Kenan. 
现在 过 渡 到 E RNA b= Db FS BELO LTR 
jEJ 


数 同样 在 LR 中 收敛 ,我 们 正 是 假定 了 属于 LUO’. FRA 
Tb(z) = D Thl), E r RAF 2" ,由 了 通过 核 的 表达 式 得 


jEJ 


Th,(x) -| K(x, y)b; (y)dy 
Q; 
=f (K(2,y) 一 开 (zyy ))B (Wdy, 
;是 Q@; 的 中 心 . 我们 计算 积分 


1 =| [Tb(x) |dzx 
"AN" 


<>, {| IKGx,y) — Ka») lb) ldy}dz. 
Eng’ JQ, 


我 们 利用 Fubini 定理 计算 上 面 的 每 一 个 重 积分 . 嗓 先 冻结 y 和 
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,利用 (3. 10). FB IEC >) 上 5, 1 ,再 利用 (3. 6) 和 (3. 8) 放 
大 得 | ITb(x) dx < 2"*1C,, 只 需 再 次 利用 Bienayme- 
Tchebitcheff 不 等 式 , 即 得 结论 ， 

定理 1 已 证 明 完 毕 . 

我 们 仍然 按照 Calderon 和 Zygmund 指出 的 路 子 进行 推理 ， 
ERR TMA LAS LAY Va VELA BAA 
Marcinkiewicz Ay ii ze FE ([217 Jp. 21 ,th. 5) BN AJ GER T AY L* 连 续 
性 ,1 二 p 志 2. 

者 2 委 如 <<co ,我 们 注意 了 的 伴随 算 子 工 " 仍 是 一 个 Calderon- 
Zygmund 算 子 ;相应 的 核 天 "Cr,y) 正 是 天 (yz). 设 gEjl,2] 是 
PE [2,00 AH, TE LR) 上 的 连续 性 导致 了 在 
L'R 上 的 连续 性 . 

我 们 现在 回 到 p= 1 的 情形 ,但 要 用 Stein 和 Weiss 的 空间 
HRE L. | 

为 证 明 所 有 Calderon-Zygmund 算 子 可 扩张 为 一 个 A EH 
值 在 上 中 的 连续 性 算 子 ,我 们 利用 如 :函数 的 原子 分 解 . 

设 B 是 民 中 的 一 个 球 ,体积 为 |B|, 而 ar) 是 一 个 支 集 在 B 
内 的 原子 : lal 1B1- ,| an)ar 一 0，, 而 在 号 外 az) = 0. 


我 们 要 证 ITa || <C, 是 一 个 仅 依 赖 于 定义 中 的 常数 
CoC, AC, 以 及 维 数 的 常数 ,这 里 定义 中 的 假设 还 是 太 强 ,可 用 
(3.10) 代替 ， 

用 BERR BAR” RRNA 

| T'Ca) |, = |. IT (a) |dx + | IT(a)|\dz~=I4+J, 
利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 放 大 I, 

IS |B" PAIT l <2%1Bl2IT | Hal: SZP ITH. 


致 于 J ,还 是 利用 T 通过 核 K 的 表达 式 1 B 的 中 心 是 Tos 
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而 半径 是 ~, 那么 
I<f 1K Gay) Kay) lao) ldy)dx. 


rx | >2r 
条 件 (3. 10) 提 示 先 计算 对 z 的 积分 ,然后 对 y 积分 ,并 利用 
显然 的 放大 Île <1. 
似乎 在 对 Hi 的 所 有 原子 alr) 获得 ITR, CIE, 
TT: H! 一 上 连续 性 的 证 明 即 告 结 束 , 其 实 不 然 . 
如 果 注 意 到 原子 分 解 缺 乏 唯一 性 ,在 如 :上 定义 了 谅 必 会 遇 
到 困难 . 为 此 ,我 们 利用 下 列 引 理 . 


引 理 1 设 a(z) 是 WRT RM ARE SIA 二 oo, 并 


且 > Aa, 一 0, 则 对 于 LCR") 范 数 ,级 数 SAT (a) 收敛 到 
0. 


如 果 Calderon-Zygmund 算 子 在 LR) 上 上 有 界 , 自 然 没 什么 
要 证 的 . 

为 了 证 明 引 理 ,我 们 利用 命题 2 提供 的 通 近 了 ,了 ,的 核 Km 
属于 LR x RD), AMA SAT, (a) = 0. 

然后 注意 到 TA Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 有 界 序 
列 , 由 前 面 的 推理 即 知 Il Taca) | <C. 

易 证 对 每 个 固定 的 疡 在 万 范 数 意 义 下 ,Tai) 收敛 到 
Ta). 最 后 有 DAT) = 0, 这 是 因为 当 m 趋 于 无 穷 时 
DAT (a) 一 T,(a))) 按 DERAT 0. 

这 就 结束 了 Calderon-Zygmund # FH CH', 20 连续 性 的 证 


AA. 
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作为 推论 ,利用 对 偶 CL’, LOR CA", BMO RITET A eX 
Calderon-Zygmund 算 子 到 L” 的 扩张 . BM MAH. OCDE 
L” OR"), FRAT AR PA 

(T(h),4) = (b,'T(u))},u € H’ (3.11) 
把 TO) 定义 为 H' 上 的 连续 线性 型 . 

第 二 个 对 偶 括 号 有 意义 ,这 是 因为 了 的 转 置 还 是 一 个 
Calderon-Zygmund A T, # H. T (u) €E L'. HK TO) 属于 
BMOCR”). 

把 这 个 定义 跟 T ELR) 上 的 作用 联系 起 来 是 适宜 的 .为 
此 ,我 们 注意 若 5E 这 了 元 且 “是 一 个 原子 ,那么 (3. 11) 变 成 一 
个 等 式 . Bob. oe LR, ELAK bz) = bd), À |x| < 
J,b(X) = 0,4 |x| >j BA TO) ENT LOR) 上 的 作用 
RAEN. F u H 的 一 个 原子 ,那么 

TP) u) = (6;,'TCe)) — (6,'TC)). 

HE, IA I< WA. AIL bir) ~ blr), T) 
E DUR"), 这 就 使 得 可 以 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 . 于 是 函数 
TG) 组 成 BMO CR") 中 的 一 个 有 界 序列 ,这 个 序列 在 o(BMO, 
HO 拓扑 的 意义 下 收敛 到 TCO). 

下 列 引 理 更 精确 地 刻画 (6,) 的 收敛 性 . 


5 引 理 2 若 7 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,2 是 把 函数 
bE L” G8") 截 源 得 到 的 函数 ,那么 存在 一 个 常数 序列 c(7 ,使 在 所 
有 紧 集 上 ,To 一 cC1) 一 致 收 伍 到 一 个 BMOGR") 的 函数 ,这 个 也 
数 是 TO) 的 一 个 以 常数 函数 为 模 的 表示 . 


EZES cl) = \ _ 天 (0,y)5Cy)ady， 我 们 要 证 明 在 紧 

ER |e} SRE Th) —c(;) 一 致 收敛 . 为 此 ,把 OAR 2 + h, 

当 |x| S2R AY g(x) = blr), M HA rex) = 0. RE SD 
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2R, %4 |e] < R, RITA 
T,)(x) =T Cg) (xz) + TA) (xz) 


STO) 十 | _ Kyb dy 


RE yis] 
_Trzy(z) + | (K(x,y) 
BE yj 
— KO, ybl ydy + cG) — CCR), 
其 中 CCR) = | ,KK(0,y)b(y)dy. ER KG 一 
K(0,y) = OCy|1 一 下”) ,这 就 保证 了 在 |z| << RR 上 积分 一 致 收敛 . 


TE) 的 这 个 新 定义 和 由 对 偶 得 到 的 定义 是 相 容 的 . 事实 上 ， 
车 u 是 太 ' 的 一 个 原子 ,w 必 有 紧 支 集 旦 积分 为 零 .于 是 (TT(b,) 一 
c(j),u) = (TO,),u) = <b; T(u)) > (b,'T(u)). À g BRK 
TG) — (CPCERREBL—-AKSO 的 极限 ,我 们 得 到 (g ou) 
二 (6, 了 (2)) = (T) su), AM g Æ TH 的 一 个 表示 . 

由 引 理 2 提供 的 了 (2) 的 直接 定义 自然 引导 出 TG) € BMO 
的 一 个 直接 证 明 , 只 要 5 属于 ZL”(R") 并 且 与 7 相应 的 核 满足 条 
件 


| IKC, y) ~ Kz, ldy<C,. (3.12) 
lr- yl22]r ~z] 


为 指出 TC6) 属于 BMO ,以 已 表示 一 个 中 心 为 zo 半径 为 R 
的 任意 球 ,B" 是 与 如 同心 且 半 径 为 2R 的 球 , 令 8 三 和 十 2 六 是 
b 和 B 的 指示 函数 的 乘积 . 当 E 瑟 时 ,用 绝对 收 伍 积分 


Tb, (x) = | (KCzy) — K (zo, y))ba (y)dy (3.13) 


1x, —122R 
定义 Tb,(z) 是 恰当 的 . 
Tb, (zr) 的 这 一 定义 引导 出 To) 的 一 个 定义 ,因为 TORE 
何 问题 :事实 上 4, € LR). REF, Tor) 的 这 一 定义 跟 由 引 理 2 
给 的 逐 点 定义 是 相 容 的 ( 即 仅 相 差 一 个 依赖 于 zo 和 R 的 常数 ). 
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YET HEHE. TO) RF BMO 的 证 明 就 十 分 简单 了 . 由 
(3. 10) ,我 们 有 


ITa | <1e1 -| KG — Ksy) ldy 


<C lèl > 
又 有 
ITa laS IIT Wad. 
qo" lel e IBPEITH, 
因此 


172 
(J Tetaz) KC |b. lB + 27 站 2 和 1BbD iT 


<C'|B\'? | oll. 
这 就 证 明了 72 属于 BMO. 
因为 BMO 是 空间 AHR. f; 和 SF BMO ,对 于 所 
ARR hE WAS A> h Gjt) ,我 们 将 写成 fj 一 f (对 
于 拓扑 o(BMO,H')). 
回忆 了 这 个 定义 ,再 给 出 我 们 将 经 常用 到 的 下 面 这 个 简单 的 
引 理 . | 


引 理 3 设 7T;,jE€EN, 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 序列 ， 
假定 在 命题 1 的 意义 下 T >T. WAA RS SE LO CR"), ER 
Fath o(BMO,H')# BMO 中 有 T,(f)=T(f). 


为 证 明 引 理 , 考 虑 7 和 了 的 转 置 7 和 了" ,要 证 对 于 gE 
H',fEL® (FT Ce) WR (FT (g)). 
显然 可 归结 为 下 述 情 形 ,g 是 一 个 支 集 在 中 心 为 zo 半径 为 R 
的 球 内 的 原子 . 用 B 表示 中 心 在 zo 半径 为 OR 的 球 , 把 f 分 解 为 
放 十 fi, 其 中 当 XEB 时 外 (x)= 了 f(r), 当 zr 时 f(x)=0. 
于 是 ST} (8)) = (Tog) > (The), 因为 算 子 TT; 
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LR) > LRO BKAA T. 
M424 BRET (2) 关于 7 一 致 地 满足 IT} (gs)Cz) K 
C|r| 7". | 
最 后 ,Ascoli 定理 允许 假定 (对 j 的 一 个 子 序 列 jm) Ki Cosy) 
一 致 收敛 到 Kry) RE r 和 y 属于 尺 ' 的 两 个 不 相交 的 紧 集 . 
由 此 推出 T? Ce) x) KAF TC) C), Lebesgue 控制 收敛 定理 则 
保证 了 
lim (fa, Ti (8)) = (fa,T* (8)). 
因为 极限 不 依赖 于 子 序列 的 选取 ,我 们 有 
fim (J2, T; (g)) = (Sa T? (g)). 


4. Calderon-Zygmund 算 子 满足 
T(1)=0 或 T* (1)=0 的 条 件 


提出 下 列 问 题 是 顺理成章 的 :刻画 可 以 扩张 为 从 CR") 到 
H' OR") (而 不 再 是 从 AOR") 到 LR) 的 连续 线性 算 子 的 
Calderon-Zygmund 算 子 的 特征 . 同样 可 以 研究 能 扩张 为 从 BMO 
到 BMO (而 不 仅仅 是 从 LF) BMO) 的 连续 线性 算 子 的 
Calderon-Zygmund 算 子 的 特征 . 


定义 3 我 们 说 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 满足 条 件 
T* (1) 一 0, 如 果 对 所 有 原子 a€ H',T(a) 的 积分 是 0. 


因为 (a) 属于 LOR) ,这 个 定义 显然 有 意义 ,记号 T° (1) 
= 0 来 自 下 列 形式 推演 . 我 们 这 样 写 | Tdr = (T(),1) = 
(a T" (1)). 为 得 到 0, 就 要 写 T'O) = 0, 但 同样 可 写 T0) 一 
4…. ROA T 表示 T 的 转 置 算 子 ,但 易 见 考虑 伴随 算 子 也 一 样 . 
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定理 3 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 了 可 以 扩张 为 一 个 
HRO 上 的 连续 线性 算 子 , 当 且 仅 当 (1) = 0. 


为 证 明 这 个 结果 条 件 (3. 10? 不 好 用 ,而 利用 条 件 (2. 3 较为 适 
宜 . 
”条 件 T* (1) = 0 是 必要 的 ,事实 上 ,对 所 有 原子 alr), Talr) 
几 当 属于 AOR") ,因而 其 积分 应 当 为 零 . 

为 证 条 件 了 (1) = 0 的 充分 性 ,我 们 利用 HRO 的 原子 分 
解 , 仿 照 Coifman 和 Weiss 的 方法 ,只 需 证 明 在 乘 以 一 个 常数 7 
ODE THA 的 原子 变 成 分 子 , 更 精确 地 说 , 若 B 是 与 原子 
a(x) 相应 的 球 ,zo 表 示 B 的 中 心 ,g 是 其 半径 ,我 们 将 证 明 mz) 
= Talr) 是 一 个 中 心 为 zo 半径 为 d 的 分 子 , 满 足 第 5 章 的 条 件 
(5.1), Pn <s <n + 27. 

试看 如 何 做 这 一 验证 . 用 E ARE EH ze 半径 为 2d WR. 
À x 不 属于 BABA Ta(z) = [KE Gand = | cry 一 
天 (zzo)ja(y)dy， 这 是 由 于 a 的 积分 是 零 . 利用 条 件 (2. 3) 推出 
{Ta(x)| SCP |x — x|", 

从 而 有 Le 
要 证 的 那样 . 为 估计 “内 部 积分 "| Taco) |da, ERA 
域 换 成 R", 再 利用 T ELR) 上 的 连续 性 . | 

最 后 由 T* (1) = 0 得 [Tada = 0. 为 解决 由 于 缺乏 原子 分 
解 的 唯一 性 带 来 的 T 在 HOR") 上 的 正确 定义 问题 ,还 要 利用 引 
理 1. | 

还 可 利用 这 个 证 明 来 建立 下 述 事 实 , 在 同样 的 条 件 之 下 ,TT 在 
H?*(R”") 上 连续 ,这 里 n| + _ 1} KY<1,0< p<. HAT 
第 6 章 的 条 件 (3. DEX. 


172 
并 一 Tecz)laz| < C'de, IE tn fr 


33 


4 m € nl 4 — 1) <m+1 时 ,(2.3) 要 用 下 列 更 精密 的 条 件 

代替 . 对 所 有 重 指标 à € N°, la] <m+1,4 
1zK(zy) < |z — y (4. 1) 

同样 地 ,条 件 T*(1) = 0 要 换 成 对 所 有 重 指标 a € N°, Jal < 
m ABE < lel 的 多 项 式 为 模 ,T* (zx*) = 0. 这 个 条 件 恰 好 表明 , 若 
f 是 一 个 平方 可 积 函 数 , 其 支 集 是 紧 集 ,并 且 对 所 有 多 重 指标 a, 
jal < mH fa fdz = 0, 那 么 对 于 [eT Soda 亦 如 是 . 由 于 
在 无 穷 远 处 ,T(r) = O(|z1-*”"-!), 后 一 积分 有 意义 . 为 获得 这 
一 估计 ,只 需 在 f 的 支 集 上 ,以 KCx,y) 按照 (y 一 z) 的 Taylor 
展开 式 代 替 大 (zyy). 

作 了 这 些 说 明 ,定理 3 以 下 列 方式 推广 . 


命题 4 HT: LOR) LR) 是 一 个 连续 线性 算 子 ,其 核 
满足 (4. 1) , 设 0< p<1im<nl 4 _ 1|<m + 1,2 T 可 以 
扩张 为 Hardy 空间 HRO 上 的 一 个 连续 线性 算 子 的 充分 必要 条 
件 是 :对 所 有 满足 lel sm 的 多重 指标 à, T° (2°) = 0, 模 阶 S 
jal 的 多 项 式 . 


ET 是 一 个 卷 积 算 子 WART (Ce) = 0 自然 满足 .这 正 
是 为 什么 当 理论 限于 这 些 算 子 时 ,这 个 条 件 从 不 露面 , 


HR HRT = 0, 一 个 Calderon-Zygmund FF T 
在 BMO 上 定义 一 个 连续 线性 算 子 . 


注意 到 了 人 到 BMO HD KE TA, g) = (FT (g)) BH, 
其 中 JE BMO,g € H', 立刻 得 到 推论 . 
现在 回 到 Stein 和 Weiss 的 空间 H'A AREER, 
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即 要 证 明 , 若 图 ,AcE 4 和 内 ,4E€ 4 是 两 个 这 样 的 基 ,那么 对 所 有 
系数 序列 ACA) AC 4, 条 件 Deda) € WA Dagar) 
E 下 是 等 价 的 . AH. SR PNA FUL CR’) 一 LR), EH 
UG) = PELU 的 分 布 核 是 S(z,2) = 2 GO). 可 以 直 


接 验证 (利用 小 波 的 正则 性 和 局 部 性 ) 限制 在 y Az, SCx, y) 满足 
定义 1 的 条 件 (2.1),(2.2) 和 (2.3), 其 中 7=1. 因而 算 子 UV 是 一 
个 Calderon-Zygmund 算 子 . 

RTBU UC) = 0 A'UA) = 0. 这 两 个 验证 悉 由 引 理 3 
得 到 . 我 们 使 用 以 下 列 方式 定义 的 U 的 逼近 Unom EN. 

用 Aa 4 的 有 穷 子 集 的 一 个 增加 序列 ,其 并 集 为 A, 以 分 
布 核 S, (zx,y) 一 2h GC 定义 Un. 那么 S。 (x,y) 关于 m 


一 致 地 满足 条 件 C2. 1), (2. 2) 和 (2. 3), H VRAI U. 由 于 
fe cd = 0, RITE UCL) = 0, 同 理 验证 UnC) 一 0, 由 此 推出 


VAa) =0 MUC) = 0. 再 由 定理 3, 即 得 所 要 证 的 等 价 性 . 

这 类 论证 有 许多 变形 . 例如 可 用 来 证 明 小 波 上 内,*4 € A, HR 
HR 的 无 条 件 基 (假如 我 们 尚 不 知道 这 一 事实 ). 对 所 有 有 界 
序列 mA) AC A, BBR M.A € A) 是 它 的 特征 函数 ,而 
m(4) 是 特征 值 . 这 次 依然 像 前 面 一 样 ,M 是 一 个 Calderon- 
Zygmund 算 子 ,并 且 MU) = MQ) = 0, 从 而 M 可 以 扩张 为 
ACR") 到 ATOR) 内 的 一 个 连续 线性 算 子 . 由 此 推断 出 蕴含 关 
Rs D edz) E H'> > magix) E Hi', 这 一 蕴含 关系 
推出 加 (xz) 组 成 AOR") 的 一 个 无 条 件 基 . 

还 可 从 空间 AOR") HES BIE AMEN B. 设 Calderon- 
Zygmund FF T 满足 7(1) 一 人 (1) 一 0, 可 以 扩张 为 从 BABAR 
的 连续 线性 算 子 ,并 设 SOR") HANS RMI TSS, 
在 B 中 稠密 ,那么 小 波 ,4E€ AAR B 的 一 个 无 条 件 基 . 

按照 同一 方案 ,可 以 证 明 ( 假 定 尚 不 知道 ) 组 成 Hardy 空间 
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HR") 的 一 个 无 条 件 基 ,这 里 pH r- 正则 的 多 分 辩 率 分 析 , 并 
Hn <r, He M) = 0, lal <al + — 1 ,由 小 波 的 


相 消 性 质 ( 见 第 3 章 第 7 节 ) 得 到 . 算 子 M 由 M = MCE 
XAP am (CA) E I (A). 


1 
二 一 1 
P 


5. X} F Calderon-Zygmund 算 子 的 逐 点 估计 


本 节目 的 之 一 是 定义 (如 果 有 可 能 的 话 ) 一 个 Calderon- 
Zygmund 算 子 作为 一 个 奇异 积分 的 主 值 , 即 欲 知 是 否 对 所 有 
J EL CRD 和 几乎 所 有 的 cre RA 


Tf(r) = in | E EES Ody. (5.1) 


根据 我 们 的 经 验 ,为 证 45. 1) ,一 开始 总 要 对 LPR") 的 一 个 笛 
密 问 量子 空间 V 建立 (5.1). 最 经 常 的 是 取 V = ZR"). 但 在 
Cauchy À (z(z) — zD ! 的 情形 ,其 中 x(x) 二 zx 十 ia(z), 一 人 M 
<a lr) SM, AR V = (f(x)z lr); S € DR)). 

一 旦 在 特殊 情形 下 建立 了 (5. 1) ,进而 研究 与 (5. 1) 相 应 的 极 
大 算 子 是 适宜 的 《〈L219]). 

为 了 构造 这 个 极 大 算 子 , 比较 方便 的 作法 是 ,对 s>0 定 义 堆 
WK K.Cr, y) = Kx,y),%4 |r — yl > ett, mi K.(x,y) 二 0, 对 
其 余 的 x,y. 而 后 7, 由 显然 的 关系 TL) = [Key S Ody 
给 出 ,最 后 对 所 有 x E REX CT. A(x) = sup| T.S AF 
,是 次 线性 的 . 

更 精确 地 说 ,若是 (OR") 的 一 个 函数 ,T, 了 是 一 个 正 的 可 
WIR, FAA T. AN = JAT. NAT. SGi t DST. Ad 
+ T.(f2). 

算 子 了 .在 下 述 意 义 下 “控制 ? 算 子 了. 
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3 引 理 4 设 了 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 , 则 存在 一 个 党 
数 C, 使 对 所 有 函数 SE LOR) ,对 所 有 ER 有 
ITF) ST. f(r) + Cl Ff). (5. 2) 


事实 上 ,命题 1 提供 了 一 个 趋 于 0 的 序列 ef — TP eR m CZ) 
E L°(R’) ,使 对 属于 UCR) 的 函数 /和 gg 有 
‘Tf,g) = lim (T. fg) + (mfg), 
这 表明 GS C= || m ||... WA 
TEA <|T.£0 lg |dy + cj yoo| |g(y) |dy. 


(5. 3) 
然后 固定 LCR") 中 的 S, RASE SE) — À FSI 2,8 g， 
En) = m glm(y — x)),g ke - THERES RM. AR RRAR 
分 为 1, 在 (5.3) FF m 趋 于 无 穷 过 渡 到 极限 即 得 (5. 2). 
我 们 的 意图 是 建立 一 个 逐 点 不 等 式 , 由 于 它 与 (5.2) 反 回 而 更 
显 深刻 . 
为 表达 我 们 的 结果 ,最 好 对 局 部 可 积 肾 数 f 定义 Hardy 和 
Littlewood 极 大 函数 f* (x), 今 
f* (x) = sup ra] On lé. (5. 4) 
其 中 上 确 界 是 对 包含 = 体积 为 1B| 的 所 有 球 B 的 集合 取 的 .同样 
考虑 由 sup zij (SON dy 定义 的 中 心 极 大 函数 大 ,其 
中 elin) 是 单位 球 的 体积 . 显然 有 f" (x) 2 f(x), 但 不 难 证 明 
六 (Cr) 委 2 SE QG). 于 是 从 积分 论 的 观点 看 来 ,两 个 定义 是 等 价 
的 . 
我 们 承认 下 列 经 典 结 采 ([126j, [127 D. 


定理 4 次 线性 算 子 M:7 一 六 具有 下 列 性 质 :对 所 有 函数 
JE L'KOMAZO, 
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C(n) 


le ER GTA <— | FI, (5.5) 
HI<p<2HSE LRO IS ,< 

(5. 6) 
M 2<p<o,M | f” l < CR) LF Wl» (5. 7) 


现在 我 们 达到 了 本 节 的 基本 结果 , 即 M. Cotlar 定理 . 


定理 5 设 T 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,(2. 1),(2.2)， 
(2.3) 和 (2.4) 中 的 相应 常数 Ce = Cl = Cs = 1, 则 对 所 有 函数 
FE ZR") 和 所 有 xz ER 有 逐 点 不 等 式 

T. f(x) S(T" (x) + CON, YF" (x). (5. 8) 
显然 我 们 可 限于 点 z 一 0. 证 明 建 立 在 两 个 引 理 的 基础 上 . 


引 理 5 对 所 有 函数 AE LR), RA r > 0 和 所 有 e>> 0， 
我 们 有 


ef DITF ldy < CF 0), (5.9) 
其 中 常数 C = C(n,7) 仅 依赖 于 7 > 0 和 维 数 . 


为 建立 这 个 不 等 式 , 我 们 把 积分 区 域 分 解 为 二 进 环形 T = 
{2e < |y] <2*e) LEN EB. C Bui Be ER ly] < Ze. KR 
后 对 每 个 球 及 利用 极 大 函数 的 定义 . 计算 是 直接 的 并 且 ( 在 第 2 
章 (6.7) 的 证 明 中 ) 已 经 作 过 . 


引 理 6 对 所 有 Calderon-Zygmund 算 子 7T, 存 在 一 个 常数 
C, 使 对 所 有 阔 数 /EL"(R"), 所 有 CER A e>0 和 所 有 z'E 
R", RE |2'-2|<e/2,MA ITS) TS) | KCF (a). 
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首先 从 上 估计 | 上 (KGz 9 -Kayf dyl. 
为 此 ,我 们 利用 (2.2) 和 (5.9), 然 后 必须 比较 | 
wfrdy 和 | KG ,f(y)qy. 而 当 1x — 2] Se/2 Bt KR 


K(z', 


jz —y| Dem |z y| De OMRRATHE > <lr — vl 


< 区 (由 对 称 性 ,也 含 于 环形 $< la 一 ?| < 学 ), 于 是 可 把 
IKL y| 放大 为 Z Coe 下 ,而 后 两 上 积分 的 差 放 大 为 Cf* (zx). 
现在 回 到 Cotlar 不 等 式 的 证 明 . 设 > 0,7. PEWARNA T. 
B 是 球 Ir|<e/2,B 是 其 二 倍 球 ,而 用 是 SA BARR RRR 
我 们 要 证 明 对 所 有 e>0 有 
IT.f(O)| < 2(Tf)* (0) 十 C 太 (0). (5. 10) 
在 (5. 10) 左 端 关 于 e>0 RE MARNE Cotar 不 等 式 . 
BE (5. 10). 我 们 注意 T.f(0) = Tf,(0). 我 们 要 把 这 个 值 与 
B 上 其 它 的 值 Tf,(z) WR. 
由 引 理 6, 对 所 有 re B, 
IT fax) — Tf,(0)| < Cn, f" O). (5.11) 
为 返回 T.f (xz), 对 几乎 所 有 的 rE B 写 出 等 式 Tf,(zx) = 
TIC) 一 TT 有 (zx),(5.11) 就 变 为 对 几乎 所 有 的 x € B, 
TAO] S ITA} + TSC) | + C(n,7)f" (0). 
(5.12) 
为 得 到 结论 ,我 们 要 估计 (5. 12) 两 端 相对 于 球 B 上 的 均 分 测 
E “SS LR” « 的 文集 在 B 内 并 且 在 B 上 有 常数 密度 
|B|. B f:B>C 是 一 个 可 测 函 数 , 令 NC) = supQuir € B; 
FC) >A. BEBE ISI < lel. BRANDY <N(w).F 
f(x) 等 于 一 个 常数 o> 0, WE NDN =. A, Sh SA JA 
B EW = By ie py Rx. RU 
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NA + fe + fir) SINGO + ANS) + ANG). 
作 了 这 些 注释 ,就 把 (5. 12) 变换 成 
ITAA <2N(TS) + ANT A) + 4C(n,7)f" (0). 
为 从 上 估计 NITA ,我 们 简单 地 利用 Bienaymé-Tchbitcheff 
不 等 式 即 可 得 到 
NTA < ITS baw = IBIS TAO dy < TA (0). 


AF 了 i, 利用 定理 1 即 得 NTF) = sup (Aut x € B; ITS, | 
> À) SCIB | fl: SZ CH* (0). 这 就 完全 证 明了 Cotlar 不 
等 式 . 


推论 OAT E+ Calderon-Zygmund 算 子 , 则 当 1<p<co 
时 ,只 要 JE LOR") RAT. FE LCR’). 


我 们 要 阐明 怎样 从 这 一 结果 证 明 , 对 菜 些 Calderon-Zygmund 
算 子 , 当 fEL?(R") 并 且 1<p<co 时 ,对 几乎 所 有 的 xER' ,极限 


lim Klr, fody = Lf(x) 的 存在 性 .了 WL 的 联系 则 


ER OS |xr—y|>e 
由 TI = Lf + mf 给 出 ,这 里 mE LR’). 

假定 存在 一 个 稠密 向 量子 空间 Y C LRS, Ry SE V 
时 ,对 几乎 所 有 的 x € RLS Cr) 存在 . 

我 们 要 证 明 当 1 二 pp 二 oo 时 ,对 所 有 函数 f € LR, 
Lia) HE. HE, RSEN, Ser = Ke, 
y)f(y)dy, 并 定义 | 

w(fsr) = lim( SYP _ |g(z) — g.(x)|). (5.13) 
今 证 对 所 有 函数 了 E€ LCR"),Lf(zr) 几乎 处 处 存在 , 即 要 证 明史 乎 
处 处 w(f ;zx) 一 0, 或 对 所 有 a> 0, | {x E R';w(f;x) >>a}|=0., 


我 们 要 利用 w(f ;x) 的 下 列 三 个 显然 的 性 质 
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wfi + fix) L'o(f,;x) + w(f,:x), 


wf ;x) KL 2T, f(x), 
以 及 
wf sx) = 0,8 f € V. | 
假定 了 属于 LCR"), HE a > 0, MERE |(r ER’; o;z) 
>a | =0. 为 此 ,考虑 一 个 数 > 0, 将 令 它 趋 于 0. 设 gEY 是 一 
个 满足 | f—ell,< RP BRR. TRA 
ulfr) Swf — g3x) + olg) = wf — g;xr), 


从 而 
l{x;w( fsx) > a} | <a? |] wCf — g) Wh 
<a? || T.Cf — g) lb Cla BP, 
& B— 0 即 得 结论 . 
请 看 几 个 例子 . 


首先 假定 核 Ka») 在 所 有 以 x 为 中 心 的 球 上 的 均值 为 零 . 
第 一 代 Calderon-Zygmund 算 子 卷 积 的 核 就 是 这 种 情形 . 这 时 对 所 


有 C' 类 有 紧 支 集 的 函数 /极限 im| ”K(x,y)f(y)dy 存在 
事实 上 , 当 R 充分 大 时 ,积分 可 写成 | _K(z,3)f(y)dy, 再 
写成 | KGS) 一 f(z))dy, 由 于 这 一 积分 绝对 收 


LATS E> 0 趋 于 0 

一 个 更 精细 的 例子 ,在 一 维 情形 , 由 Calderon 的 第 一 个 交换 
子 给 出 ,将 在 第 9 章 系统 地 研究 . 从 一 个 Lipschitz 函数 A:R — C 
出 发 构造 反对 称 核 K (x,y) = “SO ASD ay ae SE OK 
的 并 且 有 紧 支 集 , WA 


T,f (x) =| os Kia, wihwdy 


=f "K (x, Wf Ddy + C K(z,y)f (y)dy. 
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为 计算 每 一 个 积分 ,再 进行 分 部 积分 ,并 注意 到 Te 一 y= 
(z 一 9 一 设 ae ZL 是 4 的 导数 , 我 们 有 
Tf (x) AG) 一 AG — ©) Ate — ©) (x — €) 


RECEDES OTAN, 


| aw) f(y) gy _ 


Iz-yl>e FT — Y 


T 


由 于 aE Z” ,对 几乎 所 有 的 zE 及 有 


Ar EE Ate =} fadt — alx). 


其 实 为 得 上 述 等 式 , 只 假定 <c(Cz) 局 部 可 积 就 可 以 了 . 

Hilbert 变换 H 是 第 一 代 Calderon-Zygmund 算 子 . 若 a € 
1”, 了 连续 且 有 紧 支 集 , 那 么 af 属于 UVR) ,由 第 一 个 例子 即 得 
上 式 中 的 截断 积分 收 仇 到 HO). 由 于 D AD) < 
lal -， 上 式 中 的 最 后 一 个 积 分 绝对 收敛 ， 

一 旦 证 明了 算 子 Tf = limT.f 的 上 连续 性 ,就 能 得 到 所 要 的 


A(x) — Ay) 
[ — y f' (y)dy. 


结论 . 
最 后 一 个 例子 由 Lipschitz 图 象 上 的 Cauchy 核 提 供 , 在 下 面 
的 计算 中 ,logz 表示 对 数 的 一 个 分 支 , 它 定义 在 除去 连 绪 0 和 
—ico 的 半 直 线 的 C 上 ,并 在 1 取 值 为 零 . 把 一 个 Lipschitz wh 
a:R-R 的 图 象 记 为 卫 , 并 令 HS 2x) = rx +ialx). 

我 们 要 验证 对 C 类 的 所 有 有 紧 支 集 的 函数 f(x)， 


lim | pe EE 一 ODI DF dy 存在 . 为 此 ,引进 辅助 函 
数 F(y) = log(z(y) 一 zlz)), 它 在 全 上 除去 zCz) 外 有 意义 .我 们 


， _ z Cy) 、 
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| | > (z(z) — z(y DIZ (y)f y)dy 


一 一 | F'(y)f Ody 


=log(z(x + €) — z(x)) f(x + €) 
— log(z(a — €) — z(x)) f(x — €) 


十 | log (z(y) 一 z(xr))f (y)dy. 


对 几乎 所 有 的 x 我 们 有 
z(a A 
E 


z(x) — zx — €) 


lim = 2 (x) = lim 
240 240 € 


由 此 推出 积 出 的 项 几乎 处 处 收敛 到 一 zif(z), 而 积分 | geo) 
— z(x))f Cy)dy XI SX. 

在 最 后 一 例 中 , 核 KG») 定义 算 子 T 是 通过 分 布 
v. p. (z(X) — ODT EMR. 稠密 子 空间 VC LR 是 乘积 
zf 的 集合 ,其 中 f E-TAL CRA. 目 然 仅 在 证 明 
问题 中 的 算 子 的 上 连续 性 后 ,才能 应 用 Cotlar 不 等 式 . 


6. Calderon-Zygmund 算 子 和 奇异 积分 


Cotlar 不 等 式 使 我 们 得 以 给 下 列 问题 以 完全 的 回答 :者 工 是 
一 个 核 为 玉 (zyy) 的 Calderon-Zygmund 算 子 ,能 否 仅 用 核 K 构 
HF? 

第 一 个 回答 已 经 给 出 , 设 9E€ COR) 是 一 个 辐射 苯 数 , 它 当 
xl S2NSF 1.04 |zl| 科 1 时 等 于 0. 对 所 有 e>0 作 截 断 核 
Key) = O22) K (x.y) ,并 把 借助 这 个 核定 义 的 算 子 叫 作 


T.. 于 是 存在 一 个 趋 于 0 的 序列 6 > 0, 使 T。 弱 收银 于 一 个 

Calderon-Zygmund BF L,#HT-=-L+M,M 是 由 一 个 函数 

mx) € L (R) 作 的 逐 点 乘法 算 子 ,7T WL 的 核 是 相等 的 ,显然 
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从 天 (zy) HAR mr) 一 无 所 知 . 
其 至 在 最 简单 的 例子 中 也 迫不得已 过 渡 到 一 个 子 序列 . 
考虑 算 子 My = (一 A)”,7Y € 及 , 它 通过 Fourier 变换 由 
CMP) (8) = EPIO EL. E YAMM Kay) 是 cn, 
lz 


Yla— yl T, tf 是 一 个 有 紧 支 集 的 C' 类 函数 ， imf ine 


— y| "Sw dy 的 存在 性 等 价 于 e 极限 的 存在 性 . 为 看 出 这 一 
事实 ,只 须 对 充分 大 的 R, 把 积分 区 域 换 为 6 过 1x 一 y| 声 R, 再 作 
分 解 f(y) = f(y) 一 f(z) 十 f(x). 

BUN APPT. BC, MANS ef "趋向 于 一 个 极 
限 , 即 loge Bt 1 Wc BK. 

另 一 精心 推荐 的 例子 后 面 将 会 用 到 . 考虑 由 象征 r(x) = 
OA + ÉD 定义 的 伪 微 分 算 子 ol, D), HP ax) = 2 + sinz, 
zERÉER. 这 一 象征 属于 所 有 Homander 类 5S?,([68], 第 2 
章 ), 因此 ,相应 算 子 o(x,D) 是 一 个 Calderon- Zygmund 算 子 ， 
ox, D) 的 核 是 一 个 主 项 Kry) A-TRAK») 的 和 
天 (zy,y). 主 项 是 

Kilroy) = Yio fa — yl, 
其 中 
Y(x) 一 一 2 (1 + 2ia(x))shra(x), 

r Æ Euler 的 Gamma WR. 

误差 项 天 (zy) 属于 LR XR), 不 会 引出 奇异 积分 

假定 存在 一 个 趋 于 0 的 序列 EG) > 0, 使 对 每 个 有 紧 文 集 的 
CRRA S| K(x, yf dy 几乎 处 处 收敛 . 这 个 极限 的 


|r- yl ety) 
存在 性 等 价 于 exp(— ia(x)loge(s)) 极限 的 存在 性 . 
为 指出 这 个 函数 序列 不 几乎 处 处 收敛 ,只 须 利 用 下 列 引 理 


(L239],p. 316). 
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引 理 7 设 是 一 个 绝对 值 趋 于 无 穷 的 实数 序列 , 则 使 em 
于 极限 的 实数 : 的 集合 已 是 一 个 零 测 集 . 


为 验 证 这 一 事实 ,用 f(t) 表示 函数 序列 EE ERR. 
由 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 知 ,对 所 有 紧 区 间 La.b] 有 


b b 
| e" Ye; (t)dt > | ft) Xet) dt, (6.1) 


ERP Xs 表示 E HIER RÉ. 再 注意 到 (6.1) 左 端 是 EN Leo] 
的 指示 上 晒 数 的 Fourier 变换 在 — Aj AOA. Kim RUF LR), 
Riemann-Lebesgue 定理 纺 含 6.1) 的 极限 是 零 . 于 是 对 所 有 a 及 
和 6。 之 a,| FOX Ddi = 0. 由 此 得 几乎 处 处 有 FOX) = 0, 而 
在 E 上 \f@| = 1, 即 得 结论 | 五 | = 0. 

再 返回 基本 问题 :计算 一 个 Calderon-Zygmund HF T 对 一 
个 函数 SE LORD 的 作用 结果 ,要 求 借助 v.p. |K Cr,y)fCy)ady 
的 推广 ,而 天 是 与 了 相应 的 核 . 

AT ARM > 0, 由 Tof(z) 一] Ki fi dy 定义 


的 算 子 . 定理 5 告诉 我 们 算 子 TAR Z LR, LR 的 一 个 
有 界 子 集 , 因 此 可 以 找到 趋 于 0 的 序列 6 使 T BWM ETF 
L. XH} 工 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,其 核 正 是 (x,y). 而 
T=L+M, XE M 是 与 一 个 函数 ma) € LR) 相 乘 的 逐 点 
REHAT. 

THB. S Me 属于 ZC(R"), 有 积分 表示 公式 


(The) = 四 | Kæ Dfe dyd 


+ fafa dr. (6. 2) 
我 们 可 以 进一步 要 求知 道 当 6 趋 于 0 时 ,Tf(z) 的 几乎 处 


处 收敛 性 . 此 已 看 到 这 就 应 当 以 函数 s(Cz) 代替 常数 €. 这 些 注释 
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引 来 下 列表 述 . 


定理 6 WLR’) — LR) 是 一 个 Calderon-Zygmund 
算 子 , 则 存在 一 个 了 上 的 严格 正 值 的 可 测 画 数 序列 , 满足 
Jim e,(x) = 0, 又 存在 一 个 函数 mx) E LR, EBRIE R 
# f € LCR 我 们 有 对 几乎 所 有 的 x € RR 


Tf (2) = maf (x) + lim | K(2,9)f (dy. 


(6. 3) 


正如 我 们 曾经 看 到 的 ,定理 6 是 可 能 有 的 最 好 结果 . 事实 上 这 
仅 是 Cotlar 定理 的 转述 . 


数 , 其 定义 是 m;(x) 一 fa Kady. 
若 T 是 一 个 卷 积 算 子 , 则 m;(x) 是 常数 ,并 且 由 Cotlar 定理 
知 这 些 党 数组 成 一 个 有 界 序 列 . 


定理 6 容易 从 下 列 引 理 导出 . 


引 理 8 存在 一 个 在 了 上 可 测 在 N 取 值 的 序列 je (x), 
GEN EMA xzER", limj,(z) 一 co, 并且 limm, (x) 对 几乎 所 
有 的 x © RHE. 


暂时 承认 这 个 引 理 , 先 来 证 明定 理 6. 
$ ex) = (十 1) RERA RLR CR RR UE AFF 
列 


g(r) = | K(x) fy dy. (6.4) 


lz—y| 20, (2) 


收敛 到 一 个 函数 e CSE RT LIE eh hs LOR") Baar. AF L 
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wt 


将 由 g=Lf 定义 ,而 TOL 将 是 与 mr) € L (RFR FEF 
子 . 
为 验证 几乎 处 处 收敛 性 ,我 们 写 下 


g(x) = f(x) = K(x,y)dy 


GIE leeis] 


K(x;,y)(f (y) — f(x))dy 


| lr—yl<1 
+| KWf dy 


第 一 个 积分 正 是 Srm (zx)”, 其 收敛 性 由 引 理 8 保证 . 由 于 
了 是 CC 类 的 .第 二 个 积分 绝对 收敛 ,由 于 f 有 紧 支 集 ,第 三 个 积分 
收敛 . 

利用 第 6 节 的 方法 过 渡 到 任意 函数 SE LR. 

留 下 的 只 是 引 理 8 的 证 明 . 

首先 验证 几乎 处 处 sup |m,(x) | < oo, 

AR>S1RPERBM, MRM [ri SR 考虑 .满足 lel < 
R Ale sup |m; Cr) | = 00 的 例外 点 的 零 测 集 的 并 集 将 仍 是 零 测 
集 . 

用 X(z) 表示 球 rl LR +1 的 指示 函数 ,那么 ma) = 


Tye Xz) 一 r(z), 这 里 r(z) 一 | 。 KK(z,y)dy; 及 固定 
时 r(x) 4 À. Cotlar 定理 给 出 | 
sup |m;(x) | <I co a.e. 


至 此 ,可 以 完全 忘记 ma) 的 来 历 ,而 应 用 下 列 引 理 . 


引 理 9 设 m,(j € N) 是 及 "上 的 一 个 取 实 值 或 复 值 的 可 测 函 
数 序 列 ,sup |m; Ca) | 几乎 处 处 有 穷 . 则 存在 一 个 在 N 中 取 值 的 趋 


于 无 穷 的 可 测 函 数 序列 (Xx) ,使 当 q 趋 于 无 穷 时 ,mj 0 (2) 几乎 
Ab feb Wr A. 
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为 了 证 明 引 理 ,首先 考虑 mj(z) 的 实 部 ,这 导致 第 一 次 抽取 子 
序列 ,再 对 虚 部 从 第 一 个 子 序列 抽取 第 二 个 子 序列 . 
于 是 可 设 mj (xz) 是 实 的 , 令 mi (x) = supm;+, (x) ,而 用 Ja = 


Ja(x) 表示 使 m,(x) > lim supm,(x) 一 可 的 最 小 整数 j =q. 于 


是 mo (x) > m; (x) > lim supm,(x) 一 到, 这 就 保证 了 pe AL PE J 
mM; (2) (L) BCE limm, (x). 


7. 精确 化 Cotlar 不 等 式 


本 节 用 来 改进 定理 5, 这 一 改进 在 第 8 TERA “HF 入 不等式” 
的 精确 化 不 等 式 时 将 会 用 到 . 

为 此 ,我 们 要 利用 Hardy-Littlewood 极 大 函数 的 -- 个 变种 ,其 

定义 是 , 若 0<8 委 1， 


M,f (x) = sup| 7f | FC ) [êd \" 

é B S IB] R y y 
定理 7 对 0 二 7 过 1,0 二 5 之 1, 存 在 一 个 常数 C(n,7,6) ,使 
BE T 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,其 中 (2.1),(2.2),(2.3) 


和 (2. 4) 中 的 C = C = C = 1,; 则 对 所 有 x ER, 
T f(z) < 3M TH) + CO, 7,0) f* (x). (7.1) 


定理 7 的 证 明 沿 着 定理 5 A ER AR. Ae ad “55 
LEC" ft SSF TY Kolmogoroff 不 等 式 精 确 化 . 


引 理 10 E/R ~>C 是 一 个 属于 弱 L 的 函数 , 令 
0 = supl{x;fGIZ AIT, (7. 2) 
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则 对 所 有 测度 | 五 | A FH) Borel 子 集 ECR" 有 
[IF Pdr € Cd E e. (7.3) 


现 转 向 (7.1) 的 证 明 . 重新 从 (5. 12) 出 发 ,两边 求 6 KE. 
取 球 B 上 的 均值 ,我 们 得 到 


ITF | < 3[MT F>] C0) + sered ITA IH + CFO). 


(7.4) 
利用 Kolmogoroff 不 等 式 和 ;Li(R") 一 弱 的 连续 性 ,我 们 估计 
出 现在 (7. 4) 右 端的 积分 ,得 到 | 

[ITA dr < CODES | LEE Com DEC" OY, 


这 就 结束 了 证 明 . 

为 了 证 明 Kolmogoroff 不 等 式 , 显 限 可 以 限于 0=1 的 情形 . 
MARC 二 定义 E = (r © R's |f@)| 2) ,并 把 使 2 
LE 的 最 大 整数 记 作 ko. 

Hkk Æ El 放大 为 El mH k k Æ | | 放大 为 
27 (第 二 种 情形 利用 了 0 = 1). 于 是 


| le adz < D120 "1B, 


ko —1 


D + or kC1—6) < C2 40 ae) 
请 看 精确 化 Cotlar 不 等 式 的 第 一 


定理 8 设 T 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,而 全 .是 相应 
极 大 算 子 . 则 对 所 有 函数 SELLR), T. ORTI L. 


跟前 面 一 样 , 设 f€ ZL 由, 尔后 由 定理 1 证 明 中 用 的 稠密 性 
推理 处 理 jeE 忆 的 一 般 情 形 . 我 们 假设 ( 像 对 定理 7 一 样 ) Co 一 C， 
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一 C: 一 1 ,并 设 下 了 | =1. 再 利用 (7.1) 和 Hardy-Littlewood 的 经 
eC fEL WM E 53 LD). RGRAY <<] 时 ， 
MTS) 属于 弱 L. 

为 此 ,首先 注意 MGT) < (Tf € VRB fe Vth 
0 二 6 二 1. KHRS E= (r ER; MTA >A} 有 有 穷 测 度 . 暂 
时 承认 下 列 引 理 . 


引 理 11 设 g KUO) 中 的 一 个 消 数 ,4 二 > 0, 而 EE= (2; 
g* (x) >A). 则 有 . 


IE| < CAT Lex) ldz, (7.5) 
其 中 C, 是 一 个 仅 依 赖 于 x 的 常数 . 


FER (7.5) 精 确 化 了 Hardy 和 Littlewood 定理 ,这 表现 在 
(7.5) 的 右 端 以 | ,lg(z) 1dz 代替 了 Neli 在 我 们 这 里 ,这 就 给 
出 

El = HTF >P) CAT Tf az. 


再 次 援引 Kolmogoroff 不 等 式 即 得 | ITS de < CIE |", Ei 
于 T7 属于 绊 忆 ,以 及 WS =-cC 一 ccC=-1 

于 是 |E| KCA EDF |E| <8, 结论 即 得 .定理 8 证 
明 完毕 . | 

HEFE EEE, G h(x) = g(x) MER x > A(x) 
= 0. 我们 有 (zig (DTA) = {rih DTA ELE, g'a 
h'(x), AT h”) > ARES g* (x) >A KHIERWMAS, BR 
示 以 为 中 心 的 满足 | leo) dy > 418| 的 球 .对 所 有 z € B, 
Agr) >A MM BÊTE. FRE B Eha) = gx), RE 
BA (x) >A. 随 之 
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| 五 | = | (zi (£) > AL SCAT HAL = CA} jee) Idx. 


| 推论 设 T 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 . 假定 存在 一 
在 UCR") 中 稠密 的 子 空 间 V ,使 对 所 有 SEV 有 


lim Kir, pf (dy = Tf (xr) (7. 6) 


ED ir—vle 
对 几乎 所 有 的 ER 成 立 , 则 当 上 了 属于 LCR" 时 ,(7.6) 同样 对 
几乎 所 有 的 x © RKA. 


8. 好 4 不等式 和 Muckenhoupt FZ 


Cotar 不 等 式 男 一 值得 注意 的 推论 是 , 当 工 是 一 个 Calderon- 
Zygmund 算 子 时 ,用 Hardy 和 Littlewood 极 大 函数 f*“ 以 测度 控 
制 ” 极 大 算 子 T.S 的 可 能 性 . 

为 使 定理 更 有 用 ,我 们 把 参照 测度 dz PRM w(Cz)dzw(z) 二 0 
是 一 个 Borel M% , CE Muckenhoupt 的 A 条 件 . 


定义 4 设 w: 有 一 ]0,ceoL 是 一 个 Borel 局 部 可 积 函 数 . 对 所 
有 Borel 子 集 EC 8", S &(E) = |. o(x)dr. 我 们 说 © 满足 
Muchenhoupt 的 Au. fF, WRG TE PBR OO € j0,1」 和 一 个 常 
数 C ,使 得 对 所 有 方 体 QC RMA Borel F ECA 


w(E) | 五 | 
w(Q) Q| 


<c| (8.1) 


下 述 结 果 是 由 Burkhoder 和 Gundy FAWR AS AHA 
名 不 等 式 在 Calderon-Zygmund 算 子 情形 下 的 类 似 . 


定理 9 设 了 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,而 w 是 一 
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4- 权 . 则 存在 一 个 指数 0>0 (和 (8. 1) 中 的 相同 ) ,一 个 常数 C 和 
一 个 数 办 >0, 使 下 列 性 质 成 立 :对 所 有 连续 且 有 紧 支 集 的 函数 f， 
所 有 2>0 和 所 有 YE 10.7% ,有 

wr E R';T,f(Cx) > 24 H f* (x) SYA} S Cwl E R"; 
TS (x) > À}. (8.2) 


我 们 将 看 到 (8. 2) 的 某 些 应 用 . 先 来 建立 这 个 “好 4 不 等 式 ” 

第 一 个 注释 是 ,f(x) = sup TS (zx)| 是 一 个 下 半 连 续 函 
数 .因此 集合 2 = {x CRT. SC) >A 是 开 集 .由 于 在 无 穷 远 
T, f(x) SO r (由 对 了 加 的 条 件 推出 ),2 是 一 个 有 界 开 集 . 
因此 ,2 是 不 相交 的 ( 知 不 计 零 测 集 ) 二 进 方 体 Q CO 的 并 集 , 其 
中 的 方 体 对 包含 关系 是 最 大 的 .用 ;表示 Q@, 的 “父亲 ”, 即 包含 Q, 
且 直 径 为 和 的 二 倍 的 二 进 方 体 . 这 样 AREF ,从 而 存在 一 点 
a, € Qi 不 属于 R. 

令 |x| = suplir |se lr, r E R FE QGH lz — 8,1 < 
d;/2 EX PÆ QH PO. Mit T.S) SA, HHE la, — Aj < 
2d). 

再 把 诸 Q; 分 类 成 两 个 集 族 , 用 J CN RRQAS—THE 
FE) STRA EII ORE. We.) > 2A A 
jz) 委 认定 义 的 集 ETS QAR. TEST ORNA E 
CUQ, AM w(E) = D WE N Q,). 

对 所 有 7 € J,H ERRET, f(x) > 2 x E OHEE. 

-我们 要 证 明 , 对 所 有 7E J 有 
lE; | SCYIQ |, 0 KT <<. (8. 3) 
再 利用 (8. 1) 即 得 到 
w( Ej) <C'V*aQ,). (8. 4) 
把 这 些 不 等 式 相 加 即 得 结论 . 
为 证 (8. 3), 用 Q;? 表示 与 @ 同 心 并 且 直 径 为 OMS ROT 
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体 . 把 f 分 解 为 和 和 fi, 是 J 5 OS TRA PRR FEAR, M f; 在 
Q; EX. 
利用 跟 引 理 6 同样 的 计算 可 以 验证 ,对 所 有 xE Qj, 我 们 有 
IT. fix) — T. f,(a)| SCPE) SCN, (8. 5) 
以 及 
T, fila) ST. fa) + Ch (8) LÀ + CHA. (8. 6) 
FÆR r CQ, RNA TT. fix) KA+2CN 从 而 集合 EE 
F E= {rE QT f(x) > AG — 207%}. A PIR 1 — ACY > 0, 


即 0 过 7 一 X。. 利用 定理 8 即 得 
IE) <a I A ll SOQ, 


定理 9 证 毕 , 从 它 得 出 两 个 推论 ， 


推论 1 设 T 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,而 w 是 一 个 
4- 类 权 . 那么 当 0<< 户 < ce 时 ,存在 一 个 常数 C, 使 对 所 有 局 部 可 
RAR J (x) 有 


[T. Prods < clr Ped x. (8. 3) 


若 0 <p <1 ,一 般 来 说 ,(8. D AMA AEB [Frade 个 
WA p= l'or) = 二 1, 改变 后 的 不 等 式 将 特别 地 推出 工 在 L' 上 
的 连续 性 , 而 其 实 不 然 . 

反之 , 若 p>>1. 对 于 某 些 权 , 可 以 得 到 更 精密 的 不 等 式 

|T. Pradz < C| | flrwdz. (8. 4) 

Hl 一 户 < co ,定义 类 AC AE R EARTE, EFE 

在 常数 C, 使 对 所 有 方 体 Q C RRE 


1 11 1 1/(p-1) pot 
| Toi edz] | Tor (or? PV dx <C (8.5) 
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HKR © 的 集合 . 

Muckenhoupt 证 明了 这 一 条 件 和 次 线性 算 子 了 一 三 从 
LR wdc) 到 自身 连续 这 一 事实 的 等 价 性 . 关于 这 一 断言 的 证 
明 ,请 参见 J. Garcia Cuerva 和 J. L. Rubio de Francia 的 杰出 著作 
《〈[115],th, 2.8. p. 400). 

我 们 有 


推论 2 对 于 1<tp<co 和 wmE4,, 所 有 Calderon-Zygmund 
ATT 可 扩张 为 L*(R",wqdx) 到 自身 的 连续 线性 算 子 . 
我 们 给 出 赖 以 建立 (8. 3) 的 计算 细节 . 首先 建立 等 式 
ae = p| plx ER's |fCxr)| > ajar tda, (8.6) 


HH p> 0,1 4 是 一 个 任意 的 正 Radon 测度 . 为 验证 8.6), R 
须 引 进 辅助 函数 Fe A = dE | f(a) | ASFA = 0,8 x 
是 其 余 的 点 ,再 利用 Fubini 定理 计算 重 积分 | | 


| ,| F(zr, Adua)da. 
(8. 6) 使 我 们 能 够 利用 下 列 引 理 . 


引 理 12 设 是 一 个 正 Radon 测度 ,p > 0 ET où 和 
v 是 及 "上 的 两 个 Borel 函数 ,满足 lull, = (| lu jtd" f 
Lu E5. 假设 ulr) A vr) 由 下 列 “ 好 4 不等式 ”联系 :存在 
一 个 指数 6 > 0, 一 个 实数 7,7 0 和 一 个 常数 C ,使 得 当 0 二 7 一 
Y 时 ,对 所 有 A 之 0 有 
pir E€ R"; lulo) | > 24 H luz) | KYA} KCK {rx € RR’; 
lulz) | > a}. (8. 7) 
WEC 过 2-*, 就 有 
oll S (27% — CN) VAT Nu |, (8. 8) 
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事实 上 ,由 (8.7) 推 出 不 等 式 
pilul) | > 2a} Set {vlad > YA} + CYu{lu(x)| > À). 
(8. 9) 
(8. DL AP) RT 4 积分 ,并 利用 (8. 6) 即 得 
2-P-fuel sore ivf $+ Cr |l u lig. 

由 假定 2° > Co7 ,和 且 iul, <0, RBZ. 

为 应 用 到 Calderon-Zygmund 算 子 ,假定 S É R E BE SE BK 
DW ATHLE TT. f(x) = 0(|x1 Blimp, # 
woe A, t, ROET. E LO, odz) #0< p1, BE 


| zl oode < 0, 这 就 保证 条 件 fr adr <œ 4 R 
充分 大 时 | : ai fede < co 得 以 满足 . 为 处 理 


{|x} 


| (T. f)’adx < oo0, 利 用 下 列 引 理 是 方便 的 . 


引 理 13 若是 一 个 属于 4, 类 的 权 , 则 对 所 有 mS 1,2, (2) 
= infGm,w(r)) 满足 (8.5), 其 中 的 常数 C 不 依赖 于 m. 


暂时 承认 这 一 结果 ,还 是 假定 / 是 紧 支 连续 函数 ,并 以 onf 
Bo. PE] Ti P'edr 有 穷 ;事实 上 ww 不 超过 m, 并 且 


Uri 


| (CT, f}'dx LCR w | (CT f° dz 
{|2{<R} 


{frf<AR)} 
OC! RFO 2) | f || 2 。 
引 理 12 和 定理 9 使 我 们 可 以 写 出 (8. 3) ,只 要 把 其 中 的 o $ 
成 w ,然后 只 需 过 渡 到 极限 ,而 无 需 预先 假定 | (Tf rd < o. 


我 们 返回 引 理 的 证 明 . 令 w(x) = et ,对 所 有 球 B ,用 Bs 表 
示 4 在 号 上 的 均值 .条件 4, 便 写成 
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| À | exp(B(r) 一 po)dz| 
| D [JB 


x| -| exp[ 一 (B(x) — Be) (p — Daz) TU <C. (8-10) 
再 注意 到 若 f(z) 是 B 上 的 一 个 实 函 数 , 则 有 
a 1 | 
[B | expf (dx > exp A1] / dx) 


《这 是 指数 函数 的 凸 性 不 等 式 ). 
由 此 推出 出 现在 (8. 10)? 的 乘积 中 的 两 个 因子 至 少 等 于 1. 从 
而 每 个 因子 都 有 界 ,而 条 件 we 4, 可 以 表示 成 两 个 条 件 


Dr] PE) — Badzx<C' 


和 
1 / 
exp (B(x) — Be) / p — Ddr KC. 
对 这 些 条 件 还 可 进行 两 个 操作 ,首先 在 第 一 个 中 以 (B(x) 一 
Ba) RE B(xz) 一 Bs, 而 在 第 二 个 中 以 (BC(z) 一 Ba) ARE B(x) — 
pa， 这 是 因为 仅仅 被 积 函 数 超过 1 的 值 才 是 值得 重视 的 . 其 次 ,可 
以 用 一 个 预先 未 知 的 实数 ACB RS b B 上 的 均值 ). 若 同 
时 有 
TH | EG) — A(B))* dr <C’ (8. 11) 
和 
Be (B(x) — A(B))/Cp — 1))' dx cc, 
那么 两 边 分 别 相 加 即 得 
站 Chea) — AB dr< C", 


= inf, 1 d — 7 
其 中 一 inf| 1, |. REE prl, EO ~ ACB) "dr <C", 


最 后 得 14(B) 一 Bs| SC RAR E A, RAHA Bs 代替 ACB), 
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其 影响 只 不 过 是 改变 和 常数 . 

至 此 引 理 13 已 变 得 显然 .同时 把 B(x) RA Bx) = 
inf(B(x) ,logm), 把 ACB) H 2,CB) = inf(2(B),logm), 那么 
(Bn CT) — A, CBD ES (Px) — ACB))* ,对 CB, Ce) 一 和 CB))” 也 
有 同样 的 不 等 式 . 

有 必要 作 最 后 一 个 注释 ,Muckenhoupt 的 AKERA A, 类 
的 并 和 集 . © EF 4, 那么 logo 属于 John 和 Nirenberg 的 BMO 
空间 . 回 到 条 件 《〈8. 11) 就 会 立即 看 出 这 一 事实 .反之 , 奉 B(x) 属 
于 BMO ,那么 存在 充分 小 的 e>>0, 使 wCr) —exp(e B(x)) 是 一 个 
属于 A HAL. 


9. 广 释 和 补充 


我 们 叙述 的 理论 只 是 关于 奇异 积分 的 目前 正在 进行 研究 的 一 
个 方面 .在 A. Nagel. N. Riviere 和 S. Wainger 的 创始 性 工作 
(L195j) 之 后 ,E.Stein 和 Phong 系统 地 研究 了 算 子 T: L’CR DS 
TZ* CR") ,它们 的 核 在 一 定 意义 下 有 比 (2.2) 和 (2.3) 所 描述 的 更 强 
的 奇异 性 . 作为 出 发 点 的 例子 是 沿 着 一 条 抛物 线 的 Hilbert 变换 ， 
CW RE A 
dt 


Tf(x,y) = L, p.| PAC; —t,y—?t*) 7 


定义 的 一 个 算 子 了 :大 (有 ) -> UR’) REZ TS = fxS, 其 中 SS 
是 typ. 了 在 映射 + 一 eD 之 下 的 分 布 象 ， 

Phong 和 Stein 的 最 新 结果 涉及 “ 沿 抛物 线 的 Hilbert 变换 ”的 
一 个 推广 ,在 这 种 推广 中 ,其 中 核 S$ (x,y) 的 奇异 性 支 集 是 一 个 包 
À z 的 子 流 形 上 .该 子 流 形 在 几何 上 满足 某 些 曲率 条 件 ([203]). 
Calderon-Zygmund 算 子 概念 的 这 些 扩 展 联系 着 Fourier 积分 算 
子 . 

男 一 十 分 活 趴 的 研究 方 同 涉及 在 一 个 Banach Z E RE A A 
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数 的 情形 ( 核 仍 然 是 数值 ). 本 章 叙 述 的 整个 理论 保持 不 变 , 但 办 难 
在 于 证 明基 的 上 估计 . 即使 在 Hilbert 变换 的 情形 ,这 一 估计 也 不 
是 轻松 的 .了 Bourgain # #h Æ T D. Burkholder 的 一 个 工作 ,这 些 
作者 刻画 了 一 些 Banach 空间 B 的 特征 ,对 具有 这 些 特征 的 
Banach 空间 B,Hilbert 变换 定义 (有 R;B8)( 定 义 在 及 上 取 值 在 B 
内 的 平方 可 积 铺 数 的 空间 ) 上 一 个 连续 线性 算 子 . 这 涉及 
U.M. D. 空间 ([26],[30j#[33]). 

AS FEA FF AE BRA T AERE BY ART ar ER” 
空间 中 的 群 结构 . 这 一 观点 在 [75] 中 被 系统 发 展 . 理论 一 旦 推广 
到 齐 型 空间 ,举例 来 说 ,就 将 应 用 到 只 专 Lie R. 

主要 困难 将 在 下 章 于 以 解 天 ,是 用 男 一 可 以 提供 L'ETÉ TL 
具 代 和 蔡 并 不 存在 的 Fourier 变换 ,而 估计 是 理论 的 基础 . 

同一 困难 也 出 现在 Burkholder 和 Bourgin 的 著作 中 ,在 那里 ， 
虽然 Calderon-Zygmund 算 子 是 卷 积 算 子 ,但 函数 取 值 在 Banach 
空间 中 . 若 问题 中 的 Banach 空间 不 是 Hilbert 空间 ,就 无 从 建立 
Plancherel 定理 以 获得 基 的 Lait. 
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第 8 章 David 和 Joarné 的 T(1) 定理 


1. 51 & 


本 章 补充 前 章 并 改善 其 中 的 不 足 之 处 . 前 章 所 给 的 Calderon- 
Zygmund 算 子 定义 中 包括 四 个 条 件 , 前 三 个 可 以 直接 验证 . 算 子 
TH TA Sr, y) HER XR BASE yAr 上 的 限制 K(x,y) 满 
足 前 三 个 条 件 ,并 且 表 现 为 

Kir yI SC la — y|”, (1.1) 
4 |x! — r| <p ix — yl 时 
IK, y — Klr, y| Cr — xl’la— yl’, (1.2) 
而 当 |y 一 y| < Flr yl Bt 
iKa, y) — Kx, pi <C ly’ — y jlr — yl 7. aa. 3D 

最 后 一 个 条 件 是 算 子 了 在 LRO 上 的 连续 性 . 一旦 超出 了 
卷 积 算 子 这 一 特殊 情形 ,这 个 连续 性 显得 非常 难于 建立 .能 否 在 援 
引 条 件 (1.1),(1.2) 和 (1.3) 的 前 提 下 ,找到 性 连续 性 的 一 个 便 
于 应 用 的 等 价 形式 ? David 和 Journé HTO) 定理 ”可 作为 这 一 
问题 的 第 一 个 回答 ,在 某 些 情形 下 , 它 十 分 便于 应 用 ,可 在 另 一 些 
情形 下 却 光 无 用 处 ,尽管 它 给 出 的 是 充分 必要 条 件 . 

在 天 (7,z) 三 一 天 (zr,y) 并 且 了 的 分 布 核 是 v.p. 天 (zy) 这 
一 特殊 情形 ,G. David 和 J. L. Journé 这 一 准则 表现 为 TO) € 
BMO (这 解释 了 定理 的 名 称 ). T 在 恒 等 于 1 的 函数 上 的 象 定义 
WT) = limT (p) 一 co 这 里 9E HCR"), gO) = 1,gm(r) = 
9ler) ,ce 是 较 正 常数 ,使 极限 在 分 布 意义 下 和 存在. 
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TO) 准则 直接 保证 了 由 反对 称 核 (4(z) 一 AQ) (x 一 
y) E XH “Calderon KKT” WIESE HP ce R,ve Ro 
A:R — C 是 一 个 Lipschitz 函数 .T(1) 准则 不 能 直接 应 用 到 在 
Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 核 的 连续 性 ,因为 在 这 种 情况 下 ,我 们 
不 知道 如 何 把 TO) 与 一 个 已 知 的 BMO 函数 等 同 .这 正 是 为 什么 
EE AT (CE) 定理 ”补充 “了 TQ) 定理 ”的 缘故 , 它 有 在 Lipschitz 曲线 
上 的 Cauchy 核 这 一 情形 下 起 作用 的 功效 (第 11 BE). 

目前 还 没有 一 个 万 能 准则 . 例如 ,我 们 不 知道 是 否 对 所 有 
Lipschitz 函数 A: 民 一 民 和 所 有 Lipschitz M% FR — C, RATE 
BK (x,y) = FISAN) 定义 一 个 O 上 的 有 


Ty I — 
界 算 子 . 已 知 的 任何 准则 都 不 能 应 用 用 到 这 种 情况 Ait À FEC 
类 的 ,问题 中 的 算 子 是 有 界 的 〈[599]) ,但 不 能 直接 借助 T (1) 定 
FRE TO) 定理 得 到 这 一 结果 . 

本 章 我 们 要 给 出 TO) 定理 两 个 不 同 的 证 明 , 在 这 两 种 情形 ， 
首先 考查 满足 TOD) = 0( 在 非 反 对 称 情形 还 有 TA) = 0) WA 
FT 通过 计算 它们 在 小 波 标准 正 交 基 中 的 矩阵 来 建立 这 些 算 子 
的 Le Seve. 这 些 和 矩阵 以 其 远离 对 角 线 的 系数 的 下 降 性 刻画 特 
征 . 而 这 种 矩阵 在 平方 可 和 序列 空间 上 的 连续 性 借助 Schur 引 理 
建立 . 

一 般 情形 通过 “校正 ”所 研究 的 算 子 了 得 到 . 这 一 校正 通过 
“ 伪 积 ”产生 , 即 通 过 BMO 在 关上 作 的 连续 的 和 线性 的 映射 ; 通 
常 的 乘积 不 适宜 ,但 建立 在 小 波 级 数 分 析 上 的 一 个 十 分 简单 的 灾 
REP OR A REI. 这 些 “ 擅 积 ” 促 使 诞生 了 J. M. Bony 的 “ 念 
只 ”, 后 者 是 将 在 第 16 章 要 讲 的 “ 仿 微 分 " 算 子 的 济源 . 

第 二 个 证 明 利 用 Cotlar 和 Stein 的 著名 的 几乎 标准 正 交 化 引 
H, I RELI BI TO) = T° 4)==0 的 特殊 情形 .由 于 借助 运 当 
的 伪 积 作 的 校正 总 可 归结 到 这 种 情形 . 

论证 中 我 们 顺便 构造 了 Calderon-Zygmund 算 子 的 值得 注意 
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的 Banach 代数 , 即 代数 77. A 中 的 算 子 了 及 其 伴随 算 子 在 齐 
次 Holder 空间 以 及 Besov 空间 上 连续 ,只 要 正则 性 指标 不 超过 
7. 

Calderon- Zygmund 算 子 在 以 外 的 函数 空间 上 的 连续 性 质 
将 是 第 10 章 的 主题 . 

最 后 ,本 章 的 一 般 结 果 将 用 来 构造 Calderon-Zygmund 算 子 的 
许多 值得 注意 的 例子 ,这 将 是 第 9 章 的 任务 . 


2.7(1) 定 理 的 表述 


在 弱 意 义 下 定义 的 一 个 算 子 是 从 OCR") 到 27 RO 的 一 个 
连续 线性 算 子 ,这 里 DOR) BR CK BY SY BR Fb 
量 空间 , Z CR") ,是 所 有 分 布 组 成 的 对 偶 空 间 . 根据 著名 的 L. 
Schwarz 定理 ,这样 的 一 个 算 子 总 可 以 由 一 个 分 布 SE ZH’ OR’ x 
RO 来 定义 , T'AS 的 关系 由 下 式 给 出 

© Tg) = (S$,g © 7),， (2.1) 
其 中 f Al g 属于 ZE, O2 DAME Z R 和 ACR) 之 间 的 
对 偶 双 线性 型 ,而 在 (2. DAM OS 是 2n PARE AY PAL g(x) 
Poy 595 9 RE Z OF XRO A Z CR" XR") 之 间 的 对 偶 双 线性 

分 布 S 称 为 了 的 分 布 核 , 这 个 分 布 核 完全 确定 了 T. 

在 许多 应 用 中 ,我 们 所 研究 的 算 了 于 自然 地 定义 在 介 于 ZCC) 
和 LOS") Ze A Fe Fh re] tt RU) VLE. BIA BCR") CV CL’ CR"), 
其 中 两 个 内 射 连续 并 且 其 象 稠密 .用 V we V 的 拓扑 对 偶 空 间 ， 
我 们 有 FOR) CVCLA(RYDCVW Cm (RD ,这 里 所 有 和 包含 是 连 
ZEA FP A ae Ba HI. 我 们 将 看 到 名 可 以 化 到 V ERM CAR 
数 的 拓扑 问 量 空 间 的 情形 ,V BY eB BRA Re Sh PK EX TT V 中 的 
元 素 是 相应 的 分 布 . 

贯穿 本 章 ,作为 出 发 点 给 定 一 个 算 子 了 :Y 一 V', 目 然 假定 它 
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是 线性 的 和 连续 的 ,我 们 力求 把 了 扩张 为 一 个 在 LOR") 上 连续 
的 算 子 ,或 同样 地 ,证 明 存 在 一 个 常数 C;, 使 对 所 有 f/f EV 有 
ITA |le<C. Az. 为 得 到 一 个 不 仅仅 是 同 语 反 复 的 回答 , 问 
题 的 这 种 提 法 实在 太 宽 泛 了 ,我 们 要 局 限于 下 述 特殊 情形 :了 Lis 
E rA y FR AO. 1), (1. 2) 和 (1. 3). 

RIIE o ORR 和 了 间 的 对 偶 双 线性 型 . 

作为 开始 ,引进 一 个 对 于 线性 算 子 T:V>V' 的 LESTER 
说 显然 的 必要 条 件 . 


定义 1 设 g 之 1 是 一 个 整数 .对 所 有 以 ze 中 心 以 尺 为 半径 
WER B CC 及 和 所 有 函数 fC 名 (RR"), 其 支 集 含 于 B, S 
NEC) = Re DUR" | af ||. (2. 2) 


jal<g 
BO<s<1,N8(f) 定义 为 
NE (A = RDF sup |f Cr) 一 JO) 


zy zx — yl 

我 们 说 一 个 连续 线性 算 子 了 :Y 一 V' 是 在 VOR") 上 连续 的 ， 

大 存在 一 个 常数 C 和 一 个 整数 g, 使 对 所 有 球 BCR AV Pee 
AT B 的 两 个 函数 的 对 (f ,g) 都 有 

| Tf ,g) | CN AN Ce). | _ (2.4) 


(2. 3) 


下 面 的 结果 告诉 我 们 ,在 一 个 关于 T 的 分 布 核 的 十 分 弱 的 条 
fF Pg 的 数值 并 不 重要 . 


定理 1 设 T,V >V 是 一 个 连续 线性 算 子 ,用 Kory) 表示 
T DARKER X RAJA y Ær 定义 的 开 集 上 的 限制 . 假定 对 某 
个 常数 CA | 天 (zy)| 委 Colz 一 y| .此 外 ,对 某 个 整数 9g > 1, 
T 具有 性 质 (2. 4) ,那么 对 所 有 s> 0, 存 在 常数 C(s) ,使 对 所 有 的 
球 B 和 所 有 支 集 含 于 B 的 DR’) 函数 的 对 (f,g) 有 
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ITS, 8) CONE Ns C). (2. 5) 


定理 1 -一旦 得 证 ,就 可 以 把 了 扩张 为 从 VBI VS 的 一 个 连续 
线性 算 子 ,这 里 ,是 这 样 的 紧 支 连续 函数 f(x) 的 空间 , 当 疡 趋向 
于 0 时 ,其 连续 模 w(h) = sup. ISO) 一 f(z)| 满足 olk) = 
Oh). 换 句 话说 ,“e 正则 性 ”对 于 在 弱 意 义 下 定义 工 即 已 足够 . 

转向 定理 的 证 明 . 为 简化 记号 , 记 BB(f,g) = Tf) S M g 
是 两 个 检验 消 数 . 

证 明 的 方案 是 逐步 改善 (2. 4). 先 假定 对 某 个 x。E€E Rr > 0 
M Rr, f 和 gg 的 支 集 分 别 含 于 |r xl SrA x — xl K 
R. 我 们 要 从 比 R 小 这 一 事实 提取 好 处 , 以 便 验证 


BC el <Cr'log À || flo lle lls 
+ CCD «| TF WIC DIR | Fg || . 2. 6) 


一 估计 使 我 们 容易 建立 形 如 
[BC ,8)1 S CR'NÉCPINE Ce) (2.7) 
的 “中 间 不 等 式 ”, 现 在 这 里 上 和 g 的 支 集 都 含 于 以 zz 为 中 心 以 R 

把 (2.7) 作 为 出 发 点 ,并 重复 为 得 (2.7) 所 作 的 证 明 , 便 得 
(2. 5). 

为 证 明 (2. 6), 用 B’ 表示 球 |r — rol K3r/2,H 0 € FR’) 
表示 一 个 在 B 上 等 于 1 而 当 |x r| > 2r KE FO HR. A 
假设 对 所 有 a EN", FO. SCO S= NTF 
BCf.g) = 8S. 0g) + Bong). Ht KK(x,y) 所 作 的 假设 得 

Bf aa) SCN Nel) lz — yl dedy, 
这 里 


Ecr,R) = {|x — x <r < ly — x} SR}. 
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ERA Cr log À 全 估计 ,这 正 是 (2. 0 右 端的 第 一 

第 二 项 oF Og) Ee |z 一 zo| 志 2r 上 利用 OUEN, 
我 们 得 

[8(f 00) | < Cr ar" EAA RSE aR" | Fg lo}. 

现在 过 渡 到 中 间 估计 2.7) 的 证 明 . 先 处 理 B 是 单位 球 [| 
<1 的 情形 ,后 面 会 看 到 ,一 般 情形 是 这 一 特殊 情形 的 推论 . 

利用 第 3 章 第 8 节 的 紧 支 小 波 基 , 若 NED 过 1, 可 把 分 解 
为 一 个 级 数 23 2140. urlz) ,其 中 ax) CORN HE 
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对 [al Sq, || Fuj) NL < C27", 
其 支 集 含 于 球 BO,k) 二 {x CR’; |r— 2k] LC27/},HH lal, 
k)| <C2-*, 
由 于 (2. 6) ,我 们 有 Iag) < C27 log(2 + j). 留 下 的 事 
情 只 是 把 所 得 的 这 些 估 计 相 加 ,并 考虑 到 对 固定 的 7,4 的 值 的 个 


数 是 OC. CACHE ph DEA > -iogcz +f) 的 收 伍 性 保证 . 


为 过 渡 到 在 (2.7) 中 8B 是 任意 球 的 情形 ,只 须 注意 到 对 T 所 
作 的 假设 以 及 (2.7) 在 仿 射 群 的 酉 变换 下 不 变 . 更 精确 地 说 , 若 


g(x) =ar+b,a>0,b€ER',F U fla) = a f| E =), 并 注 


意 到 与 了 对 应 的 算 子 U, TUZ :以 和 工 相 同 的 常数 满足 (2 4). 

为 建立 (2. 5), 逐 字 重 复 (2.7)? 的 证 明 , 只 是 把 中 间 估 计 (2.7) 
作为 出 发 点 .这样 就 把 (2. 7) 右 端的 N Ce) 换 成 了 NF). 

册 定 义 先 行 于 Calderon-Zygmund 算 子 类 的 一 个 算 子 类 ,我 们 
就 将 进入 问题 的 主旨 . 以 ACR XRH y 关 xX,XER",yERR' 定 义 
的 开 集 . 


定义 2 我 们 说 一 个 连续 线性 算 子 T 相应 于 一 个 奇异 积分 ， 
如 果 存 在 一 个 指数 YE€ 10,1), ATR Co 和 CURE K.:0— 
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C ,使 得 
IK(x,y)| <Cofx — y|”. (2.8) 
当 |x — xl < 二 lz 一 时 ， 
IK (x sy) 一 KCx,y)| < Cilx — x ME: — ?1 一， (2.9) 
4 |y — yl Tir yl Bf, 
|K(z,y') — K(z,y)| SC ly — yl lz — yf’, 
(2. 10) 
FF ATA ERA f € V 和 所 有 不 属于 /的 文集 的 x 


Tf) = [K fody. | (2.11) 


换 句 话说 ,分 布 Tf 在 f 的 支 集 的 余 集 上 的 限制 事实 上 是 一 
个 由 积分 表示 (2. 11) 给 出 的 连续 沙 数 . 解释 (2. 11) 的 男 一 方式 是 ， 
它 描 述 与 工 相 应 的 天 (z,y) 是 了 的 分 布 核 S(z,y) 在 EWR 
制 . 

现在 过 渡 到 了 (1) 的 定义 . 

我 们 给 出 T(1) 的 两 个 定义 . 自然 的 困难 来 目 1 不 是 一 个 检 
Ter PRR. 这 一 困难 导致 TO) 不 是 一 个 缓 增 分 布 而 是 一 个 缓 增 分 
布 模 常 数 函 数 的 等 价 类 ， 

第 一 个 定义 基于 下 列 显然 的 注释 . 


引 理 1 RSC MUR") 是 一 个 分 布 . REE R> 0, ER S 
在 |z| > 尺 上 的 限制 事实 上 是 一 个 连续 函数 ,并 且 在 无 穷 还 SCz) 
= OC) 21-97) FE > 0, 则 积分 | 。SCz)dz = (S,1) 收敛 . 


为 证 明 这 一 引 理 也 为 定义 上 述 积分 ,我 们 写 出 1 = W(x) 十 
A(z) MH A € AR). 而 在 lr) SREBRA w(x) = 1. 以 
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(S,Q) + (Sq) (wrdz we LS 1) PY TAXI. 可 直接 
证 明 (S41) 不 依赖 所 选择 的 分 解 . 

T:V>V 的 转 置 是 由 人 Tf,g) = (f ,Tg),f EV,g EV, 定 
义 的 连续 线性 算 子 个 :7 >V. 假设 (2.8),(2.9) 和 (2.10) 在 转 
AiR AAR, 5 T 相应 的 核 是 L(x,y) = K(y,x). 

BE HSE DR) HA [fade = 0, 可 以 定义 TUS) 
二 《Tf,1). 事 实 上 ,车 |x| >RAS WREST [xl <R, W 


TT f(x) = [KG ody = Or). 


于 是 数学 对 象 了 0Q) 在 由 |f(x)dzr = 0 定义 的 子 空间 PC 
DAR") 上 是 一 个 连续 线性 型 ,以 下 列 方式 把 TO) 延 拓 为 一 个 分 
布 SE LCOS"), Wee 如 表示 一 个 积分 等 于 1 的 函数 ;所 有 消 数 
f E 多 就 可 用 唯一 方式 写成 /一 加 十 &, 其 中 一 |f(x)dr,g € 
D. 任意 选择 值 (Sp) ,再 令 (S,f) = ACS.) + (T(1),g). 

于 是 数学 对 象 TC) 是 模 常 数 的 分 布 类 . 

TO) 的 另 一 可 能 的 定义 由 下 列 直接 逼近 得 到 . 从 一 个 在 0 等 
FIM PE Zc") WK A € > 0,4 px) = ger). 

考虑 分 布 5S. = T(q), 我 们 有 


引 理 2 可 以 用 “标准 化 常数 ”cl(e) 校正 Se 使 得 lim (S, — 
cle)) 在 分 布 意义 下 存在 ,这 个 极限 跟 TA) 一 致 . 


FEE ASE SD ,我们 有 (TCR N) = (9, 了 7), 可 直接 验 
证 等 式 右 端 收敛 到 TI). 

作 分 解 1 二 十 v,u € SME f 的 文集 的 邻 域内 v= 二 1, 用 
分 布 的 定义 处 理 img u TP). 再 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 处 理 
timg v TS). 


66 


we 钨 是 一 个 积分 等 于 1 工 的 函数 , 令 cle) = Sow. 于 是 
at SED MAR [SG dx KS. — CO) S) = Sef) — MSW) = 


(Sog) EP g = fau. 于 是 g € 外 ,这 就 保证 了 收敛 性 . 
现在 我 们 可 以 叙述 David 和 Journé 的 定理 ,其 中 所 用 的 记号 
都 已 交 竺 清楚 ， 


定理 1 设 T,V 一 V' 是 在 定义 2 的 意义 下 与 一 个 奇异 积分 
相应 的 连续 线性 算 子 .那么 使 了 能 连续 扩张 到 LR 上 的 充分 
必要 条 件 是 下 述 三 个 条 件 都 满足 ， 

(a) T(1) 属 于 BMO CR"), 

(b) ‘了 T(1) 属 于 BMO CR"), 

(Cc) THE LR) EHESS. 


首先 注意 条 件 (b) 可 等 价 地 写 为 了 (1)EBMO, 这 后 一 函数 
是 ‘T (1) AY SE FE BH BL. 
我 们 用 几 个 简单 的 例子 前 明 条 件 a), Cb), (c) 是 相互 独立 
的 . 设 了 由 与 一 个 函数 mx) € BMO 逐 点 相 乘 定义 . BRK, 
y) =0, #8 TA) = 人 (1) = mx) E€ BMO ,条件 (c) 不 满足 , 除 
JE me) 属于 LR). 同一 方 回 的 第 二 个 例子 是 与 分 布 S = 
p.v. |z| 一 的 卷 积 算 子 . 核 玉 (zy,y) 一 | 一 y| "满足 (2.8),(2.9) 
和 (2.10), RAV TO) = TO) = 0, 这 是 因为 了 是 一 个 卷 积 算 
子 , 但 (c) 不 满足 . 
(a) A OME O 则 不 然 的 有 趣 例子 是 伪 微 分 算 子 olr, 
0), 其 象征 满足 “为 难 的 ?条 件 | 
[Hd a(x,Ë)| SCl, Bd 十 上 ED (2.12) 
不 难 证 明 与 oc(x,0) 相 应 的 核 K(x,y) 满 足 
|ABK (x,y) | Cla,B) |x — y| 7A (2.13) 
此 外 (c) 由 唯一 条 件 lor.) | SC 推出 .但 一 般 地 这 种 算 子 在 
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PLR) ERES RM. RGE TA) = o(x,0) € LR). REN 
ER b). 对 于 这 个 例子 的 更 深入 的 研究 可 参考 [96], 在 第 OB 
也 将 继续 探讨 . 

定理 1 的 一 个 值得 注意 的 特殊 情形 如 下 ,了 的 分 布 核 SCz， 
y) 是 v.p. 天 (zy), 这 里 天 (zy) 满足 (2.8), (2.9) 和 K(y,x) 
一 一 天 (zy). 于 是 有 和 一 一 了 ,而 条 件 《〈c) 显然 满足 . 对 于 这 种 
反对 称 核 ,7 的 己 连 续 性 等 价 于 TA) € BMO. 


PA 5 HE K, Cap) = SAO SQ" RE ARCE 


一 个 Lipschitz PR, m € N. 对 应 的 算 子 TE “Calderon 交换 
子 ”, 简 单 地 进行 分 部 积分 即 得 
TO) = T,_1(A'),m 守 1. (2. 14) 
承认 了 定理 1, 就 可 如 下 证 明 7 的 连续 性 .7 的 连续 性 是 显然 的 ， 
这 是 因为 To=rH, AXE H 是 Hilbert BH. 对 m>1 进行 归纳 推 
理 . GOR 7 :性 一 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 , 便 可 推 
出 了 从 L°Æ] BMO 连续 (第 7 章 第 3 节 ). 而 A(z) 正好 属于 
L OR). FEA T(C1)EBMO, 这 就 保证 了 7 的 天 连续 性 ,并 可 
继续 这 种 推理 . 
仔细 审视 这 个 递 推 证 明 可 得 估计 
| HTC) SX te A tod File, (2.15) 
其 中 X>1 是 这 一 方法 不 能 给 值 的 常数 . 
在 进行 定理 1 的 证 明之 前 ,我 们 注意 到 (a),(b) 和 (Cc) 对 于 工 
的 连续 性 显然 是 必要 的 . 
关于 (a) 我 们 已 回忆 起 所 有 Calderon-Zygmund 算 子 也 是 从 
LP) BMO 连续 的 .再 注意 到 1 属于 L”. Calderon-Zygmund $T 
集合 对 于 转 置 是 不 变 的 ,因而 (b) 满 足 , 最 后 ,对 任何 一 个 算 子 , 仅 
由 连续 性 便 可 推出 弱 连 续 性 . 
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3.7(1) 定理 通过 小 波 的 证 明 


E 理 1 的 证 明 在 于 在 假设 (2. 8), (2.9), (2.10), (a), Cb ff 
(c) 之 下 建立 了 的 天 连续 性 . 我们 已 经 看 到 ,可 以 假定 V BAX 
CO 类 函数 的 拓扑 向 量 空间 . 固定 (CR") 的 一 个 多 分 辩 率 分 析 V,,] 
ED Bat CRAR SRN —T e AIR fa AC A. FRAT E 
PR— PF .pla—-k) (REZ) 是 Yo 的 一 个 标准 正 交 基 , 而 对 于 人 一 2 k 
十 2 eeE{(01) E£ 0, =, 0) RIE per) = 2 e e 
(Qar—-kh). 用 QA) 表示 由 2'x 一 kEL0,1[L" 定 义 的 二 进 方 体 f(r) 
的 文集 含 于 mQA) mS) 是 一 个 固定 整数 ;mQ(4) 由 FrkE 
[一 m/2 十 1/2,m 十 2 十 1/2[ 定义 . 

函数 四 是 实 值 的 ,证 明 的 要 点 在 于 估计 7 在 小 波 Hilbert 基 
FERR TA, A =T) = has Ton WAITE |e Osa) |. 
我 们 力求 证 明 这 些 系数 随 方 体 Q@(4) 和 Q(X) 的 位 置 或 大 小 的 差 
别 而 变 得 十 分 小 . 为 此 我 们 多 次 利用 下 述 平凡 的 考虑 :一 个 积分 


[Fogo 十 分 小 ,如 果 其 中 一 个 函数 变化 十 分 缓慢 ,而 另 一 个 


十 分 集中 ( 即 集中 在 比 起 第 一 个 困 数 的 变化 范围 来 小 得 多 的 范围 
内 ?并且 积分 为 零 . 

在 当前 的 情形 ,我 们 总 假定 RAOL) 大 于 QU). 不 
然 把 了 换 成 它 的 转 置 , 若 IQA] E IRAD 更 大 ,小 波 办 是 平 
坦 的 ,而 内" 积分 为 地 .但 为 了 得 到 绪论 ,还 得 知道 T) 的 积分 
CEF, , 即 要 求 T (1) = 0. 

为 了 处 理 情 形 RADI] > RALI GARE TA) = 0. 

这 些 讨论 启发 我 们 想到 若 TO) = TO) = 0,T 在 小 波 基 内 
的 矩阵 M 在 Schur 引 理 的 意义 下 将 几乎 是 对 角 的 .建立 了 下 列 
结果 ,这 一 捉 实 将 得 以 验证 . 
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命题 1 设 T,V 一 V' ELR) 上 的 一 个 弱 连 续 算 子 , 亡 在 
定义 2 的 意义 下 相应 于 一 个 奇异 积分 ,再 假定 了 (1) = TA) = 
0. 

BAA A BAA SBA CC 类 的 小 波 的 标准 正 交 基 . 则 存 
在 一 个 常数 C ,使 得 当 4 二 kh2 7 十 e2 个 ! ,A 二 2 7 十 e271 时 ， 
有 
/ -j= 7 1/247) 2 + 277 aa 
ERR] < CZ 2 十 2 十 [R277 — k2 | 

(3.1) 


在 作 了 几 个 预备 性 的 注释 后 , (3. 1) 的 证 明 将 被 简化 . 首先 4 
和 À 的 地 位 是 对 称 的 (必要 时 颠倒 本 和 个). 于 是 可 假定 7 Sj. 
若 了 二 j, GG DERRE. GAM y 的 支 集 相交 , G. DERAT 
的 弱 连 续 性 推出 . 若 这 些 支 集 不 相交 ,我 们 有 


GA) = || K (eye (dd 


一 [cs — Klr, À) pr rp (ydrdy, 


SH 2 10) 从 上 估计 后 一 积分 . 
大 了 和 7 一 1, 小 波 必 属 于 Vj, 在 计算 (This ) 之 前 ,和 完 把 
Ty 内 正 交 投影 到 Vj;, 这 不 会 改变 这 个 内 积 . 于 是 用 下 列 级 数 代替 分 
Hi Tr, 
g(x) 一 2 D2 eo x — L), (3. 2) 


LE 


其 中 
CC) 一 (TOO PT) = 2°"? (2'7 — D). 
或 利用 了 的 弱 连 续 性 ,或 利用 核 的 估计 C2. 10), ,可 十 分 简单 
地 估算 系数 cd). 我 们 得 到 
eD] SCA + lk = a. (3.3) 
此 外 ,由 于 O a — 1) = 1HE TO 一 0, 我 们 有 DeD =0. 


te" 
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最 后 rAd’) = [aoa (ddr, IXE p E FHA” A, mi 
ga) 显然 是 集中 (在 4 周围 ) 的 ,并 且 由 于 系数 cD HEM, 
E(x) 的 积分 是 零 . 这 样 估计 (3.1) 可 从 下 列 引 理 推出 . 


513 设 f(x) 是 一 个 已 类 的 函数 ,其 支 集 含 于 机 "的 单位 
球 ,其 偏 导 数 9f/9z,,1 < j<Ln, | 2f/ar, | à <1. 

iY > 0 是 一 个 指数 ,而 g € UCR) 是 一 个 满足 le] < 
(十 lz 和 18Cz)dz=0 的 函数 . 则 存在 一 个 常数 C 王 CCn， 
Y) ,使 对 所 有 x, € RM BA RS 1 有 


|x| SR its | fec 2] de} < CR". (3.4) 


而 


ir >R 时 ， fesz Zao} < CR |r |7". 


(3.5) 
引 理 的 证 明 是 直接 的 ,把 它 留 给 读者 . 
4. Schur 5] 理 


我 们 把 奇异 积分 算 子 的 连续 性 问题 暂 置 脑 后 ,而 先 来 回忆 
Schur 引 理 的 表述 . | 


引 理 4 设 M= Cm(p,9)) ,wei* 是 一 个 无 穷 窍 阵 ， 而 wp) 
> 0 是 一 个 正 数 序列 , 假定 对 所 有 EE 民有 


Dy | bsg) leg) < w(p), (4.1) 


并 且 对 称 地 ,对 所 有 gE 民有 
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>) |Im( p,q) |p) S wlq). (4. 2) 
Pt 
MW MON) + PO) 有 界 , 并 且 M 的 范 数 不 超 过 1. 


事实 上 ,假定 Dole? <1,4 vp) = D mepa). E 


证 SD ly(p) |? 二 1 为 此 , 写 出 等 式 

[mp pD | lra] = |m(p,q) | ow (gqg)w Ca) 
x [aipg] r]. 

再 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 


(Po? <( D>} laD log} D ImCp,0) lo a) ra) |?) 


<w(p)( >) 1m(p.q) le (gr |*). 


对 p 相 加 ， 交 换 两 个 求 和 的 次 序 ， 再 利用 (4.2) 即 得 结论 . 
Schur 引 理 的 妙 处 在 于 指标 的 次 序 不 起 任何 作用 . 
我 们 返回 矩阵 M 在 平方 可 和 的 序列 的 空间 (4) 上 的 连续 

性 ， 其 中 的 M 的 系数 满足 (3. 1). 

应 用 Schur 引 理 ， 其 中 取 © (A) = 二 2 "这 归结 为 从 上 估计 


f 一 了 — j n+7 
> D ,2 22 bi learn 2 + 2 
了 了 k 


27 + X + R2 — k2 | 
先 处 理 有 关 7 > j 的 部 分 . 令 d = 7 一 j, 把 分 数 放 大 为 
2A jk RZD RATÉ 202 “QD 十 | 一 R21) = 


Dia +28 )-"? 才 Cln,7), 因 为 后 一 级 数 可 以 看 作 一 个 


-= Riemann 和. 进而 
(San) gr = CO2 = COA). 


同样 ,车 六 之 让 令 d = j 一 六, 分 数 放 大 为 20 十 1&2- 一 
k D. 这 就 引出 一 个 对 于 名 的 和 ,把 它 关 于 & 和 d 一 致 地 放大 ， 
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NEE. 
之 /2- nj 7122 一 -7727 一 2 一 >a C2". 


(<a d=0 


“4 T(1) ='TQ) 一 0 时 ,定理 1 就 证 明了 . 我 们 可 以 阐明 选择 
w(A) = 277 的 意义 . 回想 起 第 6 章 第 8 节 命 题 3 和 4, 我 们 就 会 
注意 到 算 子 T A T 都 在 齐 次 Besov 空间 如" 上 连续 ,只 要 TQ) 
= TO) 二 0. 由 内 插 这 两 个 估计 就 保证 了 LERE. 


5. 小 波 和 小 浪 


在 离开 刚 研 究 过 的 了 (1) 定理 的 特殊 情形 以 前 ,我 们 给 出 前 
述 证 明 的 一 个 推论 : 


定义 3 R EWES RM SC) ,jE ZREZ PRANE An 
果 存 在 两 个 指数 e > B > 0 和 一 个 常数 C ,使 得 


|f) SCRA I 2r — kT, (5.1) 
[Saleda = 0, : (5. 2) 
[Fia — fja | KCL? +?) | at — a |e. (5. 3) 
我 们 有 下 列 结果 . 


定理 2 BRM Ju € Zk € ,是 小 浪 , 则 存在 一 个 常数 
C ,使 对 所 有 系数 序列 a(j,k) 有 | 
I SS eG fa) 2 CDS lat, IE). 


(5. 4) 


为 建立 (5.4)， 我们 计算 和 DDG DSa) = f(x) 的 
性 范 数 的 平方 . 这 归结 为 计算 积分 
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GA ,&) 一 [fia OF ra (odz. 
由 对 称 性 ,总 可 归结 为 了 之 7 的 情形 . 首先 利用 G. 1) 直接 
把 
[A + fax — ED + 2x = Bde 
放大 为 
C(n,a)(1 + 2/18 277 — RD Te, 
由 此 推出 我 们 所 关心 的 积分 放大 为 
2 ee |" 
22H21 + [R277 —k2 | 
要 用 到 的 第 二 个 知 计 如 下 给 出 
KZS — Fia (IKS w Od | 


<coinet | lo — 274k |E] f; x) Idx 


LC'2- 0/21 
由 IIG kij kOl 的 这 两 个 估计 , 记 之 为 MA M: ,我 们 得 第 三 个 
估计 M: = MIM} ,0<0<1, 取 0 充分 小 ,就 得 到 由 (3. 1) 提供 
的 估计 . 据 此 就 可 利用 Schur 引 理 . 

只 要 证 明了 所 有 满足 定理 1 条 件 并 且 使 7T(1) = T' (A1) =0 
HAT T 把 一 个 小 波 标准 正 交 基 We © (0,1}" ,e  {0,-, 
0} ,变换 成 小 浪 户 ;, 就 可 把 定理 1 和 定理 2 结合 起 来 ,而 不 等 式 
(5.4) 便 给 出 T 的 连续 性 的 一 个 新 的 证 明 . 


推论 iF fi. fC TREO BIB, NE QU. ={x ER; 
— Bt — hE (0,10) ARE TE OC ,使 得 对 所 有 二 进 方 体 Q = 
Q(jorko) 和 所 有 函数 6 € BMOCE") 有 


S 


QA) CCQ, 


+ 


[Salada  KCRE IQ). 6-5) 
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为 建立 (5.5), RIIA 6.4) 的 对 偶 形 式 出 发 . 对 所 有 re 
FRO 有 | 
(SIDA Fwd P ECS. (5. 6) 
然后 按 下 列 方式 把 5 SPR b 十 b: + bs. HORR Q, 的 二 倍 方 
体 ( 同 一 中 心 ,而 直径 为 2 倍 ) ,6; 为 5 在 Qi, 上 的 均值 .车 x EQ, 
图 数 b, Cr) 等 于 5CX) 一 65, 和 着 工人 Qi,bi(7) = 0. WR. x EQ, 
blr) 等 于 blr) — 6,,MA x E Q.,8,(x) $F 0. 于 是 
On) = hist 8) + (bos Fie). 
把 > Dy LiFe) PRA Cal C'24 Yb |] Évol@l. 
然后 采用 第 5 章 的 证 明 ( 定 理 4 证 明 的 推论 ) 得 
D> Dy | bas je 2 < C | b || Bao |Q |. 


6. 伪 积 和 定理 1 证 明 的 结尾 


我 们 刚 在 积分 
alà) = | Towar (6. 1) 
和 
BOA) = [raz (6. 2) 
对 所 有 4E A 都 等 于 零 的 假设 之 下 证 明了 定理 1. 而 条 件 TD € 
BMO 和 TO) € BMO 告诉 我 们 ,即使 这 些 积 分 不 是 零 ,它们 至 少 
也 是 充分 小 的 . 事实 上 ,对 所 有 二 进 方 体 Q 我 们 有 
SY [aa < CIRI | TC) | duo» (6. 3) 


Q(T 


和 
S* [BA I <CIQI | TO) || Bao. (6.4) 


总 人工 名 
条 件 (6.3) 和 (6.4) 是 第 5 章 定 理 4 所 给 的 BMO 的 特征 刻 
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z 


(6. 3) 和 (6. 4) 这 两 个 条 件 将 使 我 们 可 以 构造 两 个 Calderon- 
Zygmund FF RAS, (ER 
R (1) =T (1),'R G) =0, S (1) =0,'S (1) =T (1). 
(6.5) 
RAS 一 旦 构造 好 了 ,， 再 令 N=T 了 一 R 一 3S， 这 个 算 子 具有 下 列 性 
质 : 
Ca) N:7 -一 TV 是 弱 连 续 的 ,并 且 它 的 核 满足 〈《2.8),(2.9) 和 
(2. 10) ,因为 R,S 和 了 三 者 都 具有 这 些 性 质 . 
(b) 我 们 有 NG) = NO) 一 0, 因 为 我 们 正 是 为 此 而 作 的 分 
解 . 
从 推理 的 第 一 部 分 得 知 N 在 LRO LÉ. AFRA SI 
如 是 (根据 下 面 S 和 R 的 构造 ), 从 而 7 ERE LR) 上 连续 ， 
这 就 证 明了 定理 1. 
现在 暂 把 前 面 的 一 切 搁置 一 边 ,而 以 一 个 任意 的 复数 序列 
oa(A),AE A, 作 为 出 发 点 . 假定 存在 一 个 常数 Cys EEG À = k27 
十 s2 "le € {0,1}" e Æ (0.50), MA la(d | < C27”. 用 
Ox) 表示 Z R) 中 一 个 积分 为 1 的 函数 > 
A(x) = 2"0(2/x — Rk). (6. 6) 
考虑 由 
Slr, y) = dja pa) (y) (6.7) 


AEA 

定义 的 分 布 SE SCR xR’). 

这 个 级 数 在 分 布 意义 下 的 收敛 性 直接 从 lea) | 委 C27" 和 
PK ÀX 2 ,办 的 局 部 化 性 质 以 及 [ndz = 0 推出 . 

同样 容易 验证 这 个 分 布 S(x,y) E y Ac 的 限制 是 一 个 函数 
天 (zy), 它 满足 | 

当 lel] <q H [81 Sq 时 [BEK C, y] S Cjr 一 
y [oar lel- el 
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(整数 g 定义 了 小 波 的 正则 性 》. 
我 们 有 
命题 2 算 子 T; 儿 (RY 一 DR) 以 SCzyy) 为 分 布 核 ,T 
可 以 延 拓 为 LOR) 上 的 连续 线性 算 子 , 当 且 仅 当 Deg) 
€ BMO ,或 等 价 地 说 ,存在 一 个 常数 C, 使 对 所 有 二 进 方 体 QQ 有 
>, eA)? CIR]. (6. 8) 
OLDE 
由 于 了 满足 (2. 8), (2.9) 和 (2. 10) ,我 们 知道 条 件 (6.8) 是 
必要 的 ,因为 它 意 味 着 T(1) € BMO. 事实 上 ,由 于 8,45 = 1, 
我 们 有 TQ) = dala). | 


为 证 实 6. 8) 是 充分 的 ,我 们 把 工作 用 在 任意 一 个 函数 / € 
LOR”) E. 这 就 得 到 TCS) = > a ODT ACESTE HP AGD, = 


[FDA GAS. 由 于 小 波 GSE LRO 的 一 个 标准 正 交 基 , 我 们 
k | 
TA = D DRAA. 
为 估计 上 述 和 ， 我 们 援引 属于 L、Carleson #324138. 


引 理 5 设 pAAEC À, 是 正 数 或 零 的 一 个 序列 , 使 
D pA SIRI 对 所 有 二 进 方 体 Q 成 立 . 则 对 所 有 序列 @(A) > 


RATA 
0, € À, 有 
Sep < | .okz)az (6.9) 


Ac À 


这 里 
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w(x) 一 sup w(4). 
QUE x 


在 我 们 的 情形 ， 忽 略 掉 常 数 ， 取 pA = jea) wA = 
AND, FE ea = (f(x), RE f* 是 的 


Hardy-Littlewood AMM. 注意 到 | ,Cf* Dar <C SN, 

结束 证 明 . 

还 留 下 引 理 5 的 证 明 . 定义 指示 函数 X(4,t) 如 下 : 当 0 1 < 
OA XA.) = 1 MRR Gr), XA) 一 0. 于 是 有 

Sed) p(x) = F Sap a. 

MAA 1> 0, 以 人 2 表示 使 w(z) >t H r WARA RCNA 
使 w(4) >t AH RA) 的 并 集 . 由 Bienaymé-Tchebitcheff 不 等 
式 ,我 人 有 || <:'|wlz)dzr, 并 总 可 假定 这 个 积分 有 穷 , 因 否则 


(6. 9) 没什么 可 证 的 . 
用 心 表示 含 于 位 的 最 大 二 进 方 体 ， 是 Q, 的 并 集 ， 对 所 有 t 
> 08 


JXAD pa) < 人 pa = =>) >, pa. 
aca 


k AWC 


利用 对 p(X) 所 作 的 假设 ,把 累 次 和 放大 为 SIQI = 12.1. 注 意 


al f laldt = | odr BERSIN. 


命题 2 已 证 毕 并 提供 了 我 们 要 构造 的 R. HEX SA BOA) 
代替 CA), IBA S 借助 ACA) 所 得 的 R 的 转 置 . 


7. Cotlar 和 Stein 的 引 理 以 及 David 
和 Journe 定理 的 第 二 个 证 明 
先 叙述 Cotlar Al Stein 的 著名 引 理 . 
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5| 理 6 设 互 是 一 个 Hilbert 空间 TH H,j € 2 是 连 
续 线 性 算 子 ,其 伴随 算 子 记 为 Ty. 假定 存在 一 个 序列 Off) > 0, 
je DRE >, Vo) < co ,并 且 

MASE 和 和 所 有 下 E2 TT, i SeG—e), (7.1) 

对 所 有 j EZANA REZ, WT, TE | LKo(j —Rk), (7.2) 


则 对 所 有 x € 已 ,级 数 SOT a), E H 的 范 数 意义 下 ) KA, > 


Tir) = >To) WA ITI <>) et). 


我 们 沿用 [108] 的 证 法 . 首先 考虑 有 限 和 5 = Sw 一 D T.R 
们 有 ISI = ISSi ,并 且 由 于 SS 是 一 个 正 自 伴 算 子 , 对 所 
有 整数 M > 1A WSS = LOSS. 而 

(S*S)M 一 2121 DD UT Ta TE Ta 


im ky 


我 们 先 粗略 地 把 | CSS)” 放大 为 
2121" SUT TT ay | + 


再 把 上 面 乘积 中 的 因子 两 两 分 组 . 或 者 利用 (7. 1) ,这 就 把 每 项 放 
大 为 oj, — kdo, — ky) MAAR (7. 2) ,这 时 要 把 首尾 两 


个 因子 孤立 起 来 .由 (7.1) BOW TW << Yw(0). 这 时 把 每 项 放大 
为 w(0)w(A — 7j)…w(C li 一 ju). 最 后 取 这 两 次 放大 值 的 几何 
均值 得 | 
| T; TaT Ta ll 和 vaw(0) Voi — ki) Volk, 一 Jodo" 
e N whi, — Ju) N (ju — ku). 
把 >) VOC) MRA ©. 依次 按 joke, i RAD, RIZE 
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Jo)" 最 后 关于 如 un 求 和 ,这 只 需 把 前 面 的 估计 乘 以 2N + 
1, 终 得 ISI ™<QN+1) Volo, RK ISIS C2N+1) 
Vw(0)/go) Mo BS M AFERE ISi <o. 

为 过 渡 到 一 般 情 形 ,我 们 采用 J.L. Journé 的 方法 . 首先 注意 
到 者 数值 AE A! S1 WAT 7 ;满足 (7.1) A1C7.2), H w 
保持 不 变 . S y; = 工 ,(z), 从 前 述 结论 推出 ,对 所 有 N > 1 # 


N 
| >A olzrl. (7.3) 
-N 
A 


e(m) = sup sup || >> ày; À. 


mem ASL Tim! 


往 证 当 m BF RAN om) BF 0. 注意 elm) 是 递减 的 ,而 若 
em) 不 趋 于 0, 将 有 el(m) > e> 0. 于 是 可 选取 互 不 相交 的 区 间 
[rs rm | AR za = D, Ao HA al Se 再 考虑 和 +2 


me CIS; 


tet tzu=Z6,k), RH OC {一 1,1)*. 由 于 (7.3), 我 们 有 
IZOD Se rl 再 关于 24 AL 的 序列 求 e2060,k) |? 
的 平均 , 便 得 [a ++ Pal selel ax lz, |) Se 
矛盾 ,从 而 级 数 D, T 对 所 有 x € H 无 条 件 收敛 . 
在 应 用 到 我 们 所 考察 的 情形 时 , 令 H = LR) ,7 所 满足 的 
条 件 通 过 权 w(x,y) = (十 lz 一 y1) "来 找 述 ,其 中 7 二 0 是 
一 个 指数 . 4 w; x,y) = 23 w(2ix,2!y) ’ 并 假定 
Tj,f (x) = [TDS Ody, (7.4) 
其 中 | 
IT æy) | K'w,(x, y). 
此 外 ,对 某 一 个 指数 B € J0,7[ ,T(x,y) 满足 
IT; (roy) T ry | X2*# ly — y [Cw (ay) w(x,y ), 
(7.5) 
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vy 


T; y) Tr, S 2”? la — r'| Cw, (x, y) + wr, 


y)), (7. 6) 
对 所 有 x € IR" Pear = 0, (7. 7) 
对 所 有 y ER ,T(z,y)dz = 0. (7.8) 


这 时 Cotlar 和 Stein 引 理 取 下 列 形 式 ， 


引 理 8 在 假设 (7.4) B (7.8) 之 下 ,存在 一 个 常数 CB, 
Y, n), 使 得 


| SOT; | <CCB,7,n). (7.9) 


我 们 要 用 Cotlar 和 Stein 引 理 证 明 这 一 估计 ， 为 此 要 援引 
Schur 引 理 在 连续 情 Maze RETR TS TL TT: 的 范 
数 . 


引 理 9 i AR" xX R'+C 是 一 个 Borel 函数 . 假定 对 所 有 zx 
ER | [AG dy <1, MA y ERA | ,14(z,y) ldz 
<<1. 则 由 Lf(z) = |4(zx,y)f(y)4dy 定义 的 算 子 三 对 所 有 1< p 
< ce 在 LCR") 上 连续 ,并 且 其 范 数 不 超 过 1. 


返回 引 理 8. Te 7 HK 
Ajay) = | Ti Te Wd, 
而 TT 的 核 是 
BCzyy) = | T(z Ti, Dade. 
对 了 ;所 作 的 假设 中 变量 x 和 y 所 起 的 作用 是 对 称 的 .有 鉴于 
此 ,我 们 可 以 局 限于 讨论 IG,&) = [1Aaesy) Ide AIG) = 
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[lac 14y, 并 假定 j 之 4 由 等 式 


4 (zyy) = | ca —T,(y.2))T, (zs Wdz 
得 
[Ajilr,y)| 20 ly — z| {w (zr) + wily, r) jw; lz, y)dz. 
为 估计 LG, ,在 要 计算 的 重 积分 中 先 对 z 积分 . 由 于 hee, 
z)dz = C, 积分 由 
2“| | ly — 20 (z, y)dz = C27 


估计 . TGs) 的 估计 类 似 , 把 它 留 给 读者 . 引 理 5 证 明 完 毕 . 

回 到 定理 1 的 特殊 情形 . 其 中 了 满足 TQ)=0 和 ‘TQ) = 
0. 为 利用 Cotlar 引 理 建立 T 的 连续 性 ,需要 找到 一 个 适当 的 分 解 
T = ST, 

为 此 ,用 9 表示 re RM TARA, CHE CAA, MBSA F 
Ix| 过 1 并 且 积 分 等 于 1. 令 0r) = 2%0(2iz), 把 用 OMEN BAR 
子 称 为 S. 再 令 4 = 二 Sj41 一 S;. 了 的 可 以 应 用 Cotlar 和 Stein 引 理 
的 分 解 是 


T =D) STS 一 STS)) 


=ÿars, + DSTa + DATA, 
验证 的 细节 十 分 简单 ， 为 读者 方便 ， 我 们 还 是 写 出 来 . 
定义 4 设 L:V 一 V' 是 一 个 连续 线性 算 子 .我们 说 上 是 正规 
的 ,如 果 有 
XfuEeEV,vEe V, lim (Lou, Sjo) = 0. 
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fa, 


du 


若 上 是 正规 的 ,那么 它 确实 是 套 简 式 级 数 > Sy LS... 一 


SLS) 的 和 . 容易 给 出 非 正 规 算 子 的 例子 .不 难 验 证 LR 上 的 
所 有 弱 连 续 算 子 是 正规 的 . . 
David 和 Journe 定理 将 由 下 列 命题 得 到 . 


命题 3 着 7 满足 定理 1 的 假设 ,并 且 还 满足 7(1) 一 他 (1) 
0, 则 Cotlar 引 理 可 以 应 用 到 下 列 三 个 级 数 中 的 每 一 个 


> TS,, xs, TA, 和 > TA,. 


事实 上 , 我 们 要 证 明 一 个 更 精确 的 结果 . RETO) = 0 AT 
的 弱 连 续 性 对 处 理 第 一 个 级 数 已 足够 ;T(1) = 0 适用 于 第 二 个 级 
数 ,而 最 后 一 个 级 数 只 用 到 T 的 弱 连 续 性 

集中 注意 力 到 第 一 个 级 数 上 . 令 y= 0, — 6. BEATS A 
KT (249) 用 三 个 矩阵 乘积 的 元 素 的 同样 视 则 来 计算 我 们 有 


T;(z,y) = pe- — u)S(u,v)6,(v — y)dudv, (7.10) 


其 中 S(u,v) 是 了 的 分 布 核 . 4 IP Cu) = 7,(x — u), 0” w) = 
0w 一 y), 我 们 还 有 
T (x,y) = (TOY 9). (7.11) 

Ary 2B RR 4. 27i, 放 大 值 由 T 的 弱 连 续 性 
得 到 ,而 当 |z 一 y| 盖 4 .2 …, 可 以 用 与 了 相应 的 核 K (u,v) RE 
S(u,v) TE Hie ABN (7. 4). 

(7.5) 和 (7. 6) 的 验证 是 简单 的 ,把 它 留 给 读者 . BA (7.7). 
这 个 积分 正 是 TO) = ATS,(1) = 4TA) = 40 = 0. 这 一 形 
式 的 计算 易于 验证 , 留 给 读者 用 心 去 作 , (7.8) 的 验证 更 加 直接 . 


8.7 (1) 定理 的 其 它 表述 


对 于 某 些 应 用 ， 能 以 或 多 或 少 不 同 的 方式 表达 了 (1) 定理 中 
83 


的 必要 和 充分 条 件 会 之 来 方便 . 
我 们 始终 假定 算 子 TV > VW 和 与 之 相应 的 核 K(x,y) 满足 
(2.8), (2. 9) 和 (2. 10). RERE TOO, TO) 和 连续 性 的 联 


命题 4 假定 (2.8),(2.9),(2.10) MER RI. TO) 
M'TA) 属于 齐 次 Besov 空间 BE. RS, Bu Al v 是 BHIE 
意 两 个 元 素 , 则 存在 一 个 算 子 了 :Y -> V' 具有 性 质 (2. 8)，(2.9)， 
(2.10) 以 及 弱 连 续 性 ,使 得 了 (1) = TA) = v. 


为 证 明 第 一 个 断言 ,我 们 注意 BSH "+! 的 对 偶 空间 . 此 外 ， 
B91 的 函数 有 利用 特殊 原子 的 原子 分 解 . 这 些 特殊 原子 由 支 集 含 
于 单位 球 |z| <1 HE [odr = 0 WER 4 € DR 作为 


基 函 数 构 造 “ 特 殊 原 子 ” 形 如 a- = = Hha>or ER 


是 任意 的 . 

利用 假设 条 件 在 群 ar +b 作用 下 的 等 距 不 变性 ,一 切 归结 为 
指明 CTCL) D> | < Co,Co 仅 依赖 于 对 T 作 的 假设 中 出 现 的 常数 
和 >) (eel ,9 之 1 是 某 一 整数 . 这 个 估计 可 由 逐 句 重复 定义 


l@i=g¢ 


TO) 时 用 的 论证 得 到 . 弱 连 续 性 出 现在 项 KT Co) , D) 的 处 理 中 ， 
EHR p E ZR), 4 |x| <2 Ce) = 1,%4 |z| 3 时 ,Yo(lx) 
= 0. 

为 证 明道 命题 ,重新 采用 定理 1 证 明 中 所 用 的 伪 积 构造 . 细节 
留 给 读者 . 

在 相反 的 方向 上 ,有 时 从 一 个 不 同 的 条 件 出 发 能 够 证 明 螺 连 
续 性 是 有 用 的 . 


命题 5 ”假定 与 一 个 算 子 TV >V 相应 的 核 Ky) 具有 
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性 质 (2. 8). 则 由 了 :Bi' 一 疙 的 连续 性 可 推出 了 的 弱 连 续 性 . 


REDRA Te NI 的 估计 问题 ,其 中 上 和 8 的 支 集 
含 于 单位 球 并 且 充 分 正则 . 考虑 hA) = f(x) 一 fa r) BP 
rl = 3. FRAC BY''( 事 实 上 4h 是 一 个 特殊 原子 ) 并 有 


(fg 一 《TARAg) + [Kew fo — x,)g(x)dxdy. 


(8. 1) 

第 一 项 由 工 ;BY! > Dee ee KR AIT, EIRE (2. 8) 估计 . 

T; By 一 的 连续 性 由 条 件 
[TD ll SC (8. 2) 
推出 ,其 中 AC A ÈS 3 章 第 8 节 的 紧 支 小 波 的 标准 正 交 基 . 
由 于 lig ll. = 1, (8.2) 表明 的 是 了 的 严 连 续 性 的 一 种 较 
弱 形式 . 为 验证 我 们 的 断言 ,首先 注意 (8.2) 和 (2. 10) BAMA 
7 章 第 3 节 ) | 

| Teh) |, S C277. (8. 3) 
其 次 注意 (8.3) 通过 BY! 的 原子 分 解 蕴 含 .BY'' 一 的 连续 性 . 


命题 6 假定 (2.8) 和 (2. 9) 成 立 , 对 所 有 € RL ze 表示 
特 征 x exp(iz > ê). 那 么 大 存在 -一 个 常数 Ci, 使 得 对 所 有 
FER TO) 在 Bu 的 范 数 不 超过 Ci, D 7 弱 连 续 . 


AVE SLT (Xe) 应 当 利 用 (2. 9). 为 证 明 弱 连续 性 ,还 是 归结 到 
fhit (The) AE SM ge 充分 光滑 并 且 支 集 含 于 单位 球 . 这 次 令 
h(a) = £g(x) — g(x 一 Lo) ,一 切 归 结 为 估计 Tf,g). 为 此 ,我 们 
写 出 表达 式 

f(z) = 2m)" | F(Edexp ix . dé, 


于 是 有 
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WTF lee < D EOT I nerd <C. 
HE h 是 一 个 特殊 原子 ,由 此 即 可 估计 TAg). 


9. Calderon-Zygmund 算 子 的 Banach 代数 


-我们 回忆 Riesz 变换 Ri Sj Sn 其 定义 是 R = 
D; (— A)"'?,D, = — i3/3x;. R; 是 第 一 代 Calderon-Zygmund 算 
子 .我 们 有 RO ='RO) = 0. 而 这 一 性 质 被 所 有 卷 积 算 子 即 与 
平移 交换 的 算 子 所 共有 . 这些 算 子 的 集合 Z E 
Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 交换 代数 ,对 所 有 TE SA TQ) 
='T (1) = 0. 

我 们 可 以 研究 一 种 形式 的 逆 命 题 . 为 此 用 .ez 表示 所 有 满足 
TQ) ='TQ) = 0 的 Calderon-Zygmund 算 子 的 集合 . 

我 们 将 证 明 -x 是 一 个 算 子 代数 . BIL, wx 是 由 Calderon- 
Zygmund 算 子 组 成 并 包含 Z 的 最 大 算 子 代数 . PR, AT 
是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 并 且 RT. TR, RTMTR,H 
IL, MT 必然 属于 +. 

用 CZO 表示 所 有 Calderon-Zygmund 算 子 的 回 量 空间 ， 那 么 
r 《1) 定 理 的 证 明 提 供 了 以 下 分 解 

CZO = .or @ BMO ® BMO. (9.1) 

要 得 到 这 个 分 解 , AMR TE CZO 令 T(1)=8,T(1)=7， 
首 且 借助 这 两 个 BMO 函数 利用 第 6 节 的 技术 构造 两 个 伪 积 Le 
Ml, 再 令 了 = 上 Lp 十 "7 十 六 ,这 里 NE æ. 

作为 结论 ,-x 给 了 所 有 Calderon-Zygmund 算 子 的 整个 集合 
-个 好 的 通 近 ,并且 是 包含 善 通 Calderon-Zygmund 算 子 的 最 大 代 

还 要 提出 并 解决 代数 -ee 的 象征 演算 的 基本 问题 . 将 证 明 -ez 
€ Bonach 代数 Op_Ay(Y > 0) 的 递增 并 集 , Op-Ar 同 构 于 具体 的 
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矩阵 代数 . 这 就 使 我 们 有 可 能 构造 一 个 算 子 了 6E ER LCR") 
上 的 一 个 同 构 , 而 其 道 不 属于 7. 
现在 是 证 明 这 些 断 言 的 时 候 了 . 


命题 7 ra 2n +1 个 算 子 T,RT,TR,,-,R,T 和 TR,f JE. 
于 CZO,M TO) = 0, 并 且 'T(1) = 0. 


为 证 明 这 个 命题 ,我 们 利用 由 Stein 和 Weiss 所 给 的 HR”) 
的 定义 ,依据 这 个 定义 ,f € AOR) 4A Se UCR) ,并 且 
Rf € L'IR),1<j<n. 

设 / 是 一 个 属于 HAR 的 单位 球 的 函数 ,并 且 SAL’, 
这 样 我 们 所 要 进行 的 运算 都 有 意义 . 由 于 TORT. RT 都 是 
Calderon-Zygmund 算 子 ,我们 有 了 JE LIRITFELZLL…RTAE 
,从 而 Tf € H. 这 表明 荆 可 扩张 为 H!' 上 的 一 个 连续 线性 算 
子 , 由 此 推出 (1) = 0. 

以 工人 代替 了 作 同 样 的 推理 , 即 得 T(1) = 0. 

现在 着 手 验 证 -x 是 一 个 算 子 代数 , 为 此 证 明 等 式 wv 
E CPAS ’ 其 中 

Op, 是 Calderon-Zygmund 算 子 的 非 交 换 Banach (9.2) 
代数 。 

LOL Y < 之 Y 时 ,Gp_Ay C Opa. | (9. 3) 

出 发 点 是 作用 在 PCA) 上 的 矩阵 Banach 代数 -和 ,7 > 0; 我 
们 回想 起 A 是 不 相交 的 AIR, 4, = 27/12" \2- 7". FFÆ 4 
E ALMA RRRM À = 2 (R+r), Kp r = (e,/2,,€,/2) 
E Re = OM 1,H rÆ 0,0). 

固定 Y> 0,ÆX wo: AX A—]0,cf 如 下 : 


i y —i os y 
2 ly —s 1/24 27i 49-5 at 


X= 
人 
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定义 5 一 个 矩阵 A= (aca, À! D'auve axe FT My ,如 果 存 在 
一 个 常数 CZ 0, 使 得 对 所 有 AAD EC AXA 有 
Ja(a,a')y} & Ce, (A,NW ). | (9. 4) 


命题 8 对 所 有 Y>0, Arie THERE. 


证 明 只 不 过 是 简单 的 检验 . 即 证 实 存在 一 个 常数 C (n, 7), 使 
得 对 所 有 ACA AMA ACA À 
D> wo, À) S Cn, Y Joli, À). (9.5) 


采用 明显 的 记号 ,区 分 (9. 5) 中 关于 GSAS jo SIS Jo 
和 > jo 2j 的 三 个 部 分 和 (由 对 称 性 总 可 假定 j > jo). 
在 第 一 种 情形 EAA OKKES ER eR", W 
有 
>) + le oR + Ly — RI 


LC'En,7)e "(1 + [y — rg), 
这 直接 导出 所 要 的 估计 . AE SAT + CG — jo) > FN AHG 
一 AY) ! 并 未 带 来 损失 . 
类 似 的 注释 同样 适用 于 À > jo TIE. Je SIS IA 
形 更 有 意思 ,这 时 要 注意 
>) AHG 79) + G = AD 


SCA + Ga — 90). 
没有 这 些 因 子 将 带 来 “对 数 奇异 性 ”. 

RAE 4 是 来 自 正则 性 ~ 之 ?的 一 个 多 分 辩 率 分 析 的 小 
波 基 . 定义 Op ai feAF T 的 族 ,T HR TELE RE HAE E 
属于 -47. 重 要 的 是 要 指明 这 个 定义 不 依赖 小 波 基 的 选取 . 为 此 ， 
我 们 注意 车 尔 是 另 一 正则 性 ~” >” 的 小 波 的 标准 正 交 基 , 由 
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Up) = 册 定 义 的 西 算 子 矩阵 M = (mà, X )) 属于 A, LE 
MAX) = (Jop), TERIER COMER 5 节 所 作 的 ). 

UFRFO<Y<S1 的 情形 .用 co, C .ez 表示 恰好 对 于 指数 
”满足 (2.8)，(2.9) 和 (2.10) 县 使 TO) = TO = 0 
Calderon-Zygmund 算 子 的 族 . 那么 有 


定理 3 车 设 0 二 7Y 过 1,TE Op. WTC .wy. 反 之 ,; 若 
TE T,,0<V LIMITE Cham. 


定理 3 DRA , FET eB .x 是 一 个 算 子 代 
数 . 
Wh. aT 7 HAH. D,MKO<Y YHT E 
Op ly 而 另 一 方面 ,应 当 验 证 ,车 T E Op. A, W 
Klr, | Cr yl”, (9. 6) 
4 |x — r| <p le yl AE KG KG NEC lz 
— xx — y”, | (9.7) 
H 
当 jy — y| 入 了 lz 一 yl 时 ,| 天 (zy ) 一 天 (zy)| < 
Gly = y| |r — y|, (9.8) 
由 于 Ope ZAIRE AR, 可 在 一 个 实 值 紧 支 
小 波 基 内 作 所 有 计算 . 
K,(x,y) + K;(x,y), 其 中 


开 (zy) = D, > eA a goa), 


>i) 


Klr, y) = >) Da Nr p (y), 


{ =j} 
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K; lx, y) = >) D aAA ) pr Cy). 


{F<ÿ) 

可 以 验证 所 有 这 三 个 核 都 满足 (9.8). 为 简略 计 ， 我 们 限于 
丛 证 第 一 个 . PWA 27% < jr — y] <HA 24 K |y 一 y| 
<2 EXP € 2 M IE 2 RNA 

| 天 (zy ) — K(z,y)| 

<Cly — y'| >>, (L + C7 — 疙 2)-12o+7720-27 
ej ISI <I} 


+C 之 /之 (1 十 Q = pf)? 120 ip 


(Sg Zi) 


+Cly—y' | DD, 22010720-77 


Migs Ki} 
d+ co’ — DOTA + [k— I) 
+C >> 202-70 + jt — NDNA + [ek — IP, 


ERREF) 
其 中 (7,2) 与 4 相应, GKR) 与 入 相应 ,而 1E2 B 2k E 
Q(j,0) EX.. 

作 几 个 解释 性 的 附注 是 必要 的 . 第 一 个 级 数 对 应 于 “大 方 体 
QA)” Al “KA HE QU)”. 这 时 让 小 波 de OD 对 y 的 正则 性 发 挥 
ARE. 小 波 的 局 部 性 使 得 可 以 忽略 关于 EZ 各 € 如 的 和 ,这 
是 由 于 对 于 固定 的 rey 和 y ,这 些 和 是 对 于 坐标 一 致 有 界 的 对 
CAR) 的 集合 取 的 . 第 二 个 级 数 对 应 于 大 方 体 QO) 和 小 方 体 
QA). AK pe 的 正则 性 给 出 的 以 1y — y| 为 尺度 的 估 值 变 得 无 
齐 于 事 ,此 时 我 们 径直 把 ge Oo) 放大 为 | dy 1 

前 两 个 级 数 是 对 这 样 的 方 体 QCA) 和 QC’) HGRA APE 
们 的 边 长 与 它们 的 彼此 距离 比较 是 充分 小 的 .它们 的 距离 大 小 的 
TH 27a + jD. BS SA aA gy Co) 的 正则 性 . 

前 两 个 和 当 OY <1 时 不 难 估 计 , 仅 当 7=1 时 因子 (1 十 

F JD FEH. 
设 m 之 1 是 一 个 整数 ,使 得 小 波 DA SBE F mA) = 
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MAC k). 在 后 两 个 和 中 ,j,k Al HRF x € mQG.4) 和 > € 
mG D 相 联 系 . 因此 乘积 2 716 — 2) 的 大 小 的 阶 是 |y 一 ci, H 
H 272P + 人 一 站 一 基本 上 是 一 个 等 于 [x 一 ?| 一 的 党 
数 . 这 一 估计 一 旦 作 好 ,关于 7 了 求 和 就 使 (1 十 (7 一 也 7 一 消失 . 
最 后 关于 7 RAB ly 一 yl’. 

我 们 已 经 建立 了 (9. 8), 由 对 称 性 估计 (9.7) 也 随即 得 到 . 

我 们 来 证 明 TO) ='TD = 0. 以 hh 表示 A 的 有 限 部 分 的 
一 个 递增 序列 ,其 并 集 是 À 24 (A,X) € À, X ABTS a, (4,X) = 
alà, A), RRR ON) G oo) = 0. 相应 的 截断 算 子 为 
Te 那么 在 普通 意义 下 T.A) = 0, 并 且 TG) = 0. 算 子 T, 组 成 
Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 有 界 集 ,对 它们 应 用 第 7 章 ( 第 3 
节 ) 的 引 理 3. 过 渡 到 极限 , 即 得 了 (1) = TA) = 0. 

AT Gp-Ay 具 有 十 分 引 人 注 目的 连续 性 质 , 人 们 不 会 期 待 一 
At Calderon-Zygmund 算 子 都 具有 这 种 性 质 . 回 到 一 般 情形 > 0, 
我 们 有 


、 
定理 4 MAY > OMMASE [一 7,7Yj, 所 有 算 子 TE€ 
Öp MERK Besov 空间 By LAF. 


这 里 仍然 是 纯粹 数值 的 验证 . 我 们 在 来 源 于 多 分 辨 率 分 析 的 
Littlewood-Palay (第 3 章 第 2 节 ) 小 波 基 AAC A 中 工作 . 这 里 
是 利用 第 6 BESS 9 节 定 理 10 提供 的 Besov 空间 的 特征 :我 们 有 
D> FAG) € BE, MEHR 当 


( > LECA) [r22 | 1/» — 2-%e,, A e, € BCZ). (9. 9) 
ac A, 


于 是 只 须 验 证 当 a(4,X) 满足 (9.4) 并 且 EA, AEA 满足 
(9.9) 时 ,7(4) = 242s AEA) 仍然 满足 条 件 (9.9). 


为 实施 这 一 数值 验证 ， 要 使 用 下 列 引 理 . 
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引 理 10 xt 70 Fine} 存在 一 个 常数 C(7,n) ,使 得 若 0 
<e<l, l<p<o. + ++ -= 1, 则 作用 在 CZ) 上 的 矩阵 
= (1 + | 一 el)-* RER Cn, peT", 


为 证 明 引 理 10, 我 们 首先 考虑 p= 1p = ce 的 情形 . 由 于 
SU + |k—- el)" SCO, an) NE A 在 24(Z") 上 一 致 有 


dl)" 委 CG ,这 是 由 于 所 写 出 的 和 是 一 个 收敛 积分 的 


Riemann fi. 


引 理 10 的 一 般 情形 由 这 两 个 极端 情形 内 插 得 到 . | 
回 到 定理 4 的 证 明 . 令 EA) = 279? 2-42. (j,k), HA A= 
2 人 (RE 十 se 一 (eV/2 eV/2) © R". 这样, 相应 碧 数 属于 Besov 
BRAS (Slab)? € CZ). 同样 借助 WO) 定 
My» Gk) ,并 为 简化 记号 ,省 掉 指 标 e. RNA 
y CGR) = 2 DPF k KEG RD 
=e — DDG 


=j # J<i E 
=u (j,k) + vCj,k). 
为 对 (D le, 1?) E e = 279P 31S 10, Bp 
k : 
得 
(Sug ke)” 
k 
LC ,n)27 TPG “DY 十 Cj’ — jy) 21 sk) |>) Ve 


HFI +s ORAS 1 <q < co M, + DOHNE 
ELC) 上 定义 一 个 有 界 算 子 , 便 得 结果 . 
为 处 理 (DGD) RATER 1<e,1< p<oo, 
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APE > PO 的 范 数 保持 一 致 有 界 . 若 7 一 s 十 n/p 之 0 即 得 
结果 . 


10. Calderon-Zygmund 算 子 的 Banach 空间 


设 H 是 一 个 可 分 Hilbert 空间 ,我 们 说 H 上 的 连续 算 子 的 一 
SARI T BURKE TH > HRA x CHM VE 
H, (7,259) > (Try). 我 们 知道 从 所 有 有 界 序 列 T.a H—>H K] 
以 抽 一 个 弱 收 敛 到 一 个 算 子 T: H > H 的 子 序列 T。. 这 个 弱 紧 
性 定理 是 下 列 一 般 结 果 的 一 个 特殊 情形 . 


引 理 11 设 瑟 是 一 个 可 分 Banach 空间 .那么 的 对 个 E’ 
的 单位 球 B 是 一 个 可 度量 的 且 对 于 弱 拓 扑 oCE* ,E) 紧 的 拓扑 空 
间 . 


EL A.A) 的 单位 球 的 情形 ,用 五 表示 投影 张 量 积 H 
QH. WA EEE 经 ( 互 , 互 ), 这 就 使 上 述 两 个 断言 结合 起 来 . 

我 们 在 第 7 AEWRE T。 组 成 Calderon-Zygmund 算 子 的 一 
个 有 界 序列 BIE (2. 8), (2. 9) 和 (2. 10) 对 同一 个 指数 7Y 盖 0 和 
一 致 的 常数 Co'Ci 满 足 )， 那 么 极限 算 子 人 同样 是 一 个 
Calderon-Zygmund 算 子 . 

能 否 用 引 理 11 阐明 上 述 事实 ?我 们 将 看 到 回答 是 肯定 的 ,只 
要 证 明了 Calderon-Zygmund 算 子 可 自然 地 按 Banach 空间 的 族 
Ly 0<KYL1, JFK, PR 

若 了 满足 (2.8),(2.9) 和 (2.10), 则 当 0< Y <7 Hf 

TE Sy HAT ES, 里 的 范 数 只 依赖 于 常数 C,Ci,T.L? 

一 万 的 范 数 以 及 ,六 (10.1) 

若 0 二 7 LIN C Se (10. 2) 
aT © 5y,; 则 (2.8), (2.9) 和 (2.10) 正 是 对 指数 7 满 
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足 . (10. 3) 
5 是 一 个 可 分 Banach 空间 2,89 Xt 18 E]. (10. 4) 

为 了 定义 CAM S,, FAT FIDE EH 1 时 用 到 的 分 解 = 
R 十 S 十 入 .我 们 回想 起 来 R EAKA TA) € BMO 作 的 伪 积 ， 
S ER TO 作 的 伪 积 的 转 置 ,而 N 满足 NO) = NC) = 0. 

RATT E My CHU) N E Opr. TES ANT 
数 是 

[TQ) ll smo + | TO) |l smo t IN Il 6,4, 

按 定 义 ， 最 后 一 个 范 数 是 出 现在 (9.4) 中 的 常数 的 下 确 界 . 

Banach 空间 Ay 同 构 于 个 . 事实 上 ,NT Opt, 是 al, 
X) lA AN) 在 LCA) 中 的 范 数 , 而 序列 A, A) /w, (A,X) 是 
i= CA) 中 任 一 序列 〈 因 为 nÆ Hilbert Æ). 于 是 空间 S, HAT 
BMO (R) © BMO R) © [°(A?), 后 者 显然 是 HR) & 
HR) © PCR") 的 对 偶 . | 

POTHIER TE (10.1) 至 (10.4) ,但 明确 所 提 到 的 同 构 
是 有 用 的 .为 此 ,我 们 采用 下 列 记号 . 设 E 是 一 个 Banach 空间 ,其 
MBSR E* Bw eCKEMvEe E, RAA u vla) = 
v(r)u,xE E, EX u Que S(CE,E). | 

我 们 还 需要 一 个 对 偶 空 间 E" 的 无 条 件 基 的 概念 . 设 £ 是 一 
个 可 分 Banach 空间 ,我 们 说 它 有 一 个 无 条 件 基 ej € N ,如 果 所 
AH rece 都 以 唯一 的 方式 写成 X= Mey 十 aye, 十 … FF AIX 
个 级 数 交 换 地 收敛 到 x $ a; A a; = (ej) 5x) PÈRE CH (+, -) À | 
表现 E* 和 EE 之 间 对 偶 关系 的 双 线 性 形式 . 

ix? E E, EX Bj = (x* ,ej) MAMMA » CER 

(x* yy) = Bolet sy) + ++ + Bite; y) Fors (10.5) 
换言之 ,级 数 pueg 十 … + Bje? 十 … 在 拓扑 CCE’, E 的 意义 下 
收敛 到 zx* .此 外 ,存在 一 个 常数 C 之 1, 使 得 奉 AIS MARS 
Abes 十 …… 十 NBe 十 … 对 于 拓扑 CCE’ ,E) 收敛 到 元 素 y* € 
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EY ,满足 iy le SCi lle. 
现在 可 以 叙述 


定理 5 若 久 由 (6. 6) 定义 , 则 三 个 族 po O, ÀE A,0 0 hr, 
AE AR da ® dus CAN) € 在 的 并 集 在 (10.5) 的 意义 下 组 成 S, 
的 一 个 无 条 件 基 . 


换 句 话说 ,所 有 算 子 卫 E £, 以 瞧 一 方式 表示 成 
T = Qe oh © & + 284, 四 内 


十 212470 A dh & dy. (10. 6) 


具体 地 说 ，(10. 6) 意味 着 T 的 分 析 核 S Cr, y) 由 下 式 给 定 
SCryy) = D ja) (x)0, (y) 


AE À 


+ SPDA@ AC” 
AEA 


+ SSAA. 0.7) 
À a 


此 外 , À Anom EN, 是 4 的 有 限 部 分 的 一 个 递增 序列 ,其 并 
集 为 ARTF TE Q0 6) 定义 ,其 中 4 用 4 代替 ,那么 T, 组 成 
Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 有 界 序列 ,其 极限 是 T. 

利用 这 些 仅 有 的 信息 ,容易 识别 《10. 6) 中 出 现 的 三 个 级 数 . 
事实 上 , TO) = > 办 (z) ,简单 地 过 渡 到 极限 即 得 TO) = 


4€ A, 


Dear), AMT (10. 6) 右 端 的 第 一 个 级 数 是 与 TO 作 的 仿 


ac A 


积 . 第 二 个 级 数 是 同 TO) 作 的 擅 积 的 转 置 . 而 最 后 一 个 是 算 子 
NE Op, 
值得 注意 的 是 加 在 (10. 6) 的 系数 上 的 条 件 是 关于 绝对 值 的 
明确 条 件 ( 这 个 痢 实 从 无 条 件 基 的 定义 推出 ), 对 al2) 和 POD) 我 
们 有 条 件 (6.3) 和 (6. 4) ,对 YAN) 有 条 件 (9.4). 
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11. 伪 积 的 变种 


我 们 已 经 给 的 “TQ) 定理 ”的 证 明基 于 一 个 双 线 性 算 子 7x. 
BMO x L? — 上 , 它 使 得 对 所 有 函数 5 € BMO, 8 f — x(b,f) 
是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 . 我 们 回想 起 

wb, P) = D (bd) S Opa (11. 1) 


我 们 曾 把 这 个 运算 叫 作 OR. RÉ HIT LR. BLE 
LAR") FE LRI <P <L, << oo, rb,f) 属于 
,这 里 二 = 方 十 二 .作为 一 个 例子 ,我 们 证 明 , 若 5 和 /两 者 都 
属于 LR), IA rb, f) 属于 Stein 和 Weiss 的 空间 WH). 为 证 实 
这 一 事实 , 设 g&g 是 BMO KH — TH, KDR AH 
Colle f# lel el emo fht [(7@.A.e)|. 为 此 可 直接 验证 

土 述 的 一 切 表明 伪 积 改善 了 普通 乘积 在 Holder 不 等 式 方面 
的 性 能 :两 个 LRO pe AT FER HEE OL ee hy MIE AH 
数 , 甚 至 一 个 BMO eR WAT 过? 的 函数 的 乘积 一 般 也 不 属于 
L. 

函数 之 间 的 这 一 新 的 代数 运算 构成 了 Calderon 的 著作 带 来 
的 变革 之 一 . 我 们 追溯 一 下 Calderon En t EI. R O< pp 
ce, 用 He ae bE leat A 满足 


wef ee + mr < o 


的 函数 的 空间 . À S € HPA g € HY, ABA Calderon H A’(z) = 
fide'(z) 和 zeceo) 王 0 定义 第 三 个 全 纯 申 数 hlz), Imz > 0. 
由 于 fg 的 导数 由 Je 十 fg 给 定 , 可 以 把 ACD) BESA g 
乘积 的 “一 半 ”, 男 一 半 由 (zxz) = f egele) 定义 .- 
Calderon 在 1965 年 证 明了 他 的 伪 积 的 表现 如 同 普通 乘积 . 特 
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别 地 他 的 第 一 交换 子 ( 其 分 布 核 是 v.p. CAC) -一 A(y))(z 一 
UAE LCR) 的 性 连续 性 的 证 明 就 是 基于 不 等 式 ali S 
CIF talein 这 个 手法 又 出 现在 基于 擅 积 连续 性 的 TO) 定理 
的 证 明 中 . 

属于 擅 积 家 族 的 另 一 双 线 性 运算 是 著名 的 J.M. Bony 的 仿 积 
([16]) ,本 著作 的 末尾 还 要 回 到 这 一 运算 上 来 . 

为 定义 仿 积 , HYD E SY (R") 表示 一 个 辐射 的 属于 
Schwartz 类 5 的 函数 ,其 Fourier 变换 满足 ; 4 el <1 Hf vO 
= 1,72 || > 3/2 if (£) = 0. 对 所 有 JEZ, 设 :天 一 了 是 
同 2"Y(2z) 作 的 卷 积 算 子 , 令 4A —S,,, Sh 


分 解 1 = Sa, 是 Littlewood-Paley 分 解 .看 了 属于 Lf; = 
AD 的 Fourier 变换 的 支 集 含 于 由 于 < JES 3. 2 定义 的 环 内 ， 


JM. Bony 的 仿 积 是 由 


B(f,g) = > Sr NMA) 


定义 的 双 线 性 算 子 . 
指标 的 安排 是 颇具 匠心 的 . AR FER A; = SMA Cg) 
有 恨 好 的 “频率 局 部 性 ”为 证 实 这 一 点 ,我 们 注意 , 若 一 个 函数 u 
的 谱 ( 即 Fourier 变换 的 支 集 ) 是 一 个 紧 集 4, 而 v 的 谱 是 闭 集 B, 
WHER wv 的 谱 含 于 A+B. 


把 上 述 注释 用 到 ,我 们 得 知 Af RMAF 本 2 < [El 之 
宇 27. 这 个 良好 的 频率 局 部 性 保证 了 A j= (mod. 4)， ,或 ] 
= 3(mod. 4) 时 的 正 交 性 . 于 是 有 


| BCS ,g) | > & 4( >, | SAA; (eg) | z) ve 


进而 容易 援引 Carleson 5] BH ([47]) 把 这 个 表达 式 放大 为 
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Cif ile Ig il emo. J. M. Bony 的 仿 积 也 可 用 来 证 明定 理 1, 因为 
我 们 有 


B(,g) = 2,4;(g) = g,# g € BMO. 


重新 回 到 由 (1.1) 定义 的 双 线 性 算 子 . J. L. Journe 可 以 
直接 把 这 个 算 子 的 连续 性 同 小 波 组 成 BMO 空间 的 无 条 件 基 这 事 
实 联 系 起 来 . Journe 的 证 明基 于 下 述 命题 ， 后 面 将 给 以 证 明 . 


命题 9 设 T. 儿 (R") >Z R ) 是 一 个 连续 线性 算 子 . 假定 
T 可 以 扩张 为 从 Les) BMO 内 的 连续 算 子 (为 此 我 们 利用 2 € 
赋 子 弱 拓 扑 oCL°,L) 的 LORD TE. MKT 的 分 布 核 限制 
FÆ x Ay EWE | 开 (zy)1 委 Colz 一 y| "和 


f (之 247 一 [Ky ) — Ka, y) |dr SC, (11. 2) 
WT 可 扩张 为 L? OR") 上 的 连续 线性 算 子 . 


这 个 命题 要 用 到 算 子 /->x (5, D. (11, 2 的 验证 是 直接 的 ， 
可 从 
[spo | < |] 6 fl emo ll palm < C27” | 8 H smo 
推出 . 于 是 只 需 再 验证 lrA | mo LC | SI. 4 ll ao 就 可 得 
结论 . 由 于 1,001 <C I SF Il RATE (11.1) 的 右 端 解 释 为 
H b= 2 Oph A RTE BMO 中 无 条 件 收敛 级 数 的 一 个 可 能 


的 修正 . 修正 在 于 引进 了 属于 "CAD 的 相 乘 的 系数 . 
留 下 的 任务 是 证 明 命题 9. 先 验证 了 从 H'El L' 是 连续 的 ,再 
通过 内 插 , 我 们 即 可 得 到 所 希望 的 结论 ([75] 或 [109]). | 
为 了 证 明了 在 H' 上 的 连续 性 ,我 们 利用 由 按 二 范 数 规范 化 
原子 作 的 H'CR") 的 原子 分 解 . ao 是 一 个 支 集 在 以 zo 为 中 
心 以 R> 0 为 半径 的 球 B 内 的 一 个 这 样 的 原子 ;把 它 按照 条 件 
lalo < BITRE HEERE [adz = 0. 
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设 B' Æ BH ÆER”, B 的 半径 是 R, 它 的 中 心 z+ 满足 jz 
— zo| = 3R. H 3B 表示 中 心 为 如 的 半径 为 3R 的 球 . 
设 lc 一 x | > 3R, BW Talr) = [Kay 一 Ka, 
xo) alydy, AFA (11.2) 即 得 
_— ITa(x) ldr SC. 


还 需要 估计 | Talaz. 由 于 a 属于 L”, Ta 属于 BMO. 没 


有 关于 Ta 在 3B 上 的 均值 的 信息 还 是 不 足以 估计 | |Taldz. 
由 于 Ta € BMO, 这 个 均值 同样 由 计算 Ta 在 B 上 的 均值 来 估 
计 . 这 时 可 利用 估计 LK (coy) Cox 一 yj- 计算 是 直接 的 ,并 
留 给 读者 . 


12. 注释 和 补充 


人 们 可 以 致力 去 发 现 T 的 核 K, y KF cM y 的 正则 性 
的 最 少 条 件 ,以 保证 得 到 定理 1 的 结论 . 

wT RBM EM TA) M'TA), RA K(x,y) 满足 Hômander 
条 件 | | 


| | |= 29’ 及 Cr — Ky) |dx <C (12.1) 
I-Vieely — yY | 


和 
[ 一 yl 之 21x' 一 Koy) — K(a,y) |dy SC Soo, (12.2) 


我 们 尚 不 知道 在 这 些 条 件 下 定理 1 是 否 仍然 成 立 . 证 明 的 敏 
感 部 分 是 在 条 件 (12.1), (12. 2),T(1) =0;TA)=0 MT W5 
连续 性 之 下 了 的 连续 性 . 
本 章 研 究 的 算 子 不 再 是 卷 积 算 子 ,看 来 在 局 部 紧 群 以 外 的 几 
何 框架 之 内 TO) 定理 的 成 立 是 自然 的 . 一 个 自然 的 几何 框架 曾 
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由 Coifman 和 Weiss 定义 并 称 之 为 齐 次 性 质 的 空间 . 这 些 作 者 指 
出 第 7 章 的 大 部 分 结果 在 这 一 框架 内 仍然 成 立 . 最 后 David， 
Journe 和 Semmes 对 齐 次 性 质 空 间 建 立 了 了 (1) 定理 ([76],L97] 


和 [98]). 
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第 9 章 Calderon-Zygmund 算 子 的 例子 


1 引言 


起 初 ，Calderon-Zygmund 算 子 和 伪 微 分 算 子 是 一 致 的 . 一方 
面 ， 考 虑 核 K(x,y) = L(x,x — y), XE L(xr,2) CCR KR 
\{0}) 满足 


À | z | =], IZEL, z) | < C(a,B) 


E A> 0, Llr, àz) = À "L(x,z), 
以 及 
[LG dote) 一 0 

其 中 do 是 及" 的 单位 球 lel = 1 上 的 普通 曲面 测度 . 算 子 由 
Tf(z) = v.p. [Lexx 一 Sf (dy 定义 .而 另 一 方面 ,可 以 找到 
一 个 象征 olr, € C7 (R X R" \(0}) 满足 

若 JE] = 1. |&olr, | < Cle, 8), 

E A> 0,0(r,A4&) = o(7,8€). 
若 要 包括 不 依赖 于 的 象征 ,它们 对 应 用 x AE FR APE HIER 
乘法 算 子 ,就 没 必要 假定 象征 在 |&1 = 1 上 的 平均 值 为 零 . 

象征 or, MATT 的 关系 是 Tf(zx) 一 C CRER 


fO)aE. MN, RIJE T(e”*) = olr, Ed, RRT 
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无 线 电 检 波 的 振幅 调制 . 核 和 象征 由 
v. p. [La, yje" dy = o(x,8) (1.1) 


联系 起 来 (Fourier 变换 是 在 分 布 意义 下 取 的 ). 

由 Calderon 和 Zygmund 在 50 年 代 发 现 的 关系 (1.1) 为 以 
后 的 伪 微 分 算 子 的 整个 发 展开 辟 了 道路 ， 这 种 算 子 不 必 人 参照 核 而 
是 由 象征 代数 直接 定义 .在 那个 黄金 时 代 以 后 ， 两 种 观点 分 道 扬 
ağ. Kohn 和 Nirenberg 为 一 方 与 Hôrmander 为 另 一 方 都 系统 地 
优先 考虑 通过 象征 作 的 伪 微 分 算 子 定义 ， 而 在 Calderon 和 
Zygmund 学 派 里 关于 核 的 研究 仍 保持 着 极 大 活力 , 并 引导 出 了 我 
们 所 称 的 “Calderon -Zygmund 算 子 ” 

留 下 的 问题 是 要 知道 是 否 所 讨论 的 算 子 可 借助 满足 正则 性 和 
在 无 穷 远 的 增长 性 的 简单 条 件 的 象征 来 定义 ， 

可 惜 对 Calderon 计划 的 算 子 的 集合 © 并 非 如 此 . 尽管 这 样 ， 
却 存 在 一 个 算 子 代数 Ce, 它 是 可 以 或 用 它们 的 核 , 或 用 它们 
的 象征 ， 或 用 它们 在 一 个 小 波 基 里 的 矩阵 来 描述 的 . 

举例 来 说 ， 我 们 以 满足 限制 性 估计 

| AHo(xr,&)| < Cla, f) E|! (1.2) 
的 象征 作为 出 发 点 . 

热 知 这 些 估 计 不 足以 保证 获得 LRO 上 的 有 界 算 子 . 由 于 
TO 定理 ,要 求 了 及 其 伴随 算 子 厂 "的 象征 都 满足 〈1. 2) 将 是 充 
分 的 . 这 些 算 子 的 集合 Jo CLR), LR) 的 一 个 子 代 
数 . 本 章 目 的 之 一 是 证 明 这 个 代数 -oz- 同 样 可 由 加 在 所 讨论 的 算 
子 的 分 布 核 的 条 件 刻 画 特征 . 

算 子 T € .最 后 通过 它们 在 Littlewood-Paley 的 小 波 的 标 
准 正 交 基 内 的 矩阵 刻画 特征 ,而 这 一 性 质 可 用 来 对 象征 演算 进行 
研究 . 与 伪 微 分 算 子 的 普通 代数 相反 ,存在 一 个 算 子 TE€ So E 
是 VOR") 上 的 同 构 ,但 其 道 却 不 属于 o. 

当 利 用 小 波 作 为 经 典 函 数 空间 的 无 条 件 基 时 , 算 于 TE UW 
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就 会 出 现 . 设 标准 正 交 基 YL AC 4, 是 召 的 一 个 无 条 件 基 , 即 所 有 
ELR) LAA AEE 内 内 对 角 化 的 算 子 都 可 扩张 为 B 上 的 一 
个 连续 线性 算 子 ,那么 这 些 算 子 属于 Ao. 

本 章 将 处 理 的 第 二 组 例子 不 能 用 普通 的 伪 微 分 语言 描述 . 在 
第 13 章 我 们 将 看 到 可 把 这 一 语言 椎 广 到 多 重 线 性 算 子 以 便 处 理 
这 类 算 子 . 这 涉及 到 交换 子 D = [AT = (A. LA L:]}, 
iD, = LA,» CA, LA, L, | ee], RP L, Je J 阶 经 典 的 伪 微 分 
算 子 ,而 4 是 用 正则 性 有 限制 的 函数 w(z) EWE REG TS. 
Calderon 计划 在 于 研究 既 包 括 普 通 伪 微分 算 子 又 包括 用 正则 性 充 
分 少 的 函数 作 的 滋 法 算 子 . 

这 就 要 探索 加 于 a,Cx) 的 正则 性 的 最 少 条 件 ,使 得 对 于 1 Fi, 
reek 阶 算 子 荆 ,…, 工 的 任意 选择 ,都 能 推出 交换 子 Pise, DE 
LCR") 上 有 界 .选择 不 阶 常 系数 微分 算 子 作为 L,, 即 可 确信 aj(z) 
必须 是 Lipschitz pki dv. | 

这 一 必要 条 件 事实 上 还 是 充分 的 ,这 一 结果 是 TO) 定理 的 
最 精采 的 应 用 之 一 . 

本 章 要 介绍 的 Calderon-Zygmund 算 子 的 最 后 一 个 例子 是 在 
一 条 Lipschitz fh 4k AY Cauchy 核 以 及 由 此 用 Calderon 和 
Zygmund 的 旋转 法 导出 的 算 子 . 

我 们 将 在 第 12 章 系统 研究 Cauchy 核 , 但 是 我 们 宁愿 现在 就 
证 实 它 的 连续 性 可 从 TO) 定理 和 由 G. David 引进 并 经 T. Murai 
简化 的 实 变 新 方法 推出 . 


2. 伪 微 分 算 子 和 Calderon-Zygmund 算 子 
设 olr, $) E€ LR" X R") 而 ea, D): CR") — CE CR") 是 
由 | 
alr, D) f(x) = (2x) "eal Ef EdE (2.1) 
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定义 的 RTI RH RNa) = fix — x) 定义 的 一 个 平移 算 
子 , 那 么 Rola, DR = tr, D), XE r(x,6) = olx + 2958). X 
设 6.,a > 0, O(a) = f(a 'zx) 定义 的 展 缩 算 子 ,那么 
ô, 'a(x,D)ô, = tx, D),IXE r(x,é) = a(ar,a™'&), 

条 件 ox.) € LeU" x KR”) 在 这 两 个 运算 之 下 是 同 构 不 变 
的 . 据 此 可 建立 


引 理 1 if o(x,é) € LOR x RD, WHE oa, D) 在 
LOR") 上 具有 弱 连 续 性 . 


事实 上 , 设 f 是 一 个 紧 支 的 C* 类 函数 ,这 里 q> n/2. 那么 
FE) € LR. REXER g 是 整数 , 当 lel <q AF of ez 
续 且 有 紧 支 集 , 遂 得 ESO BF UR). MiG 
(1 十 17CGG) € LR), 
利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 即 得 
Fé) € LDR"). 
FEE J 是 C? 类 的 , 支 集 在 单位 球 内 ,并 且 q > nn/2, 那 么 由 
(2.1) 得 
lolz, DI f(x), <C | file. 
由 此 推出 弱 连 续 性 . 事实 上 上， 过渡 到 支 集 含 于 任意 的 函数 可 由 上 
面 有 关 在 群 cz 十 (Ce > 0,6 € RY 作用 下 的 不 变性 的 注释 推出 . 


5| 理 2 假定 ol(x,é) 属于 CCR" x R°\{0)}),# EH 
ado(r, E)KCla, R ENP ,aeEN PEN’, (2.2) 
M o (x, D) 的 分 布 核 S a, y) 满足 
|EBS(ryy)| KC Ca, A lx — yl" a@eN Pe N. 
| (2. 3) 
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为 证 引 理 , 利用 通过 截断 象征 实现 的 通 近 技术 . 用 8 OO 表示 
D OR") 的 一 个 图 数 , 它 当 |§| 1/2 时 等 于 1 ,而 当 [él 1 时 等 
FoS a=- A MA olr, E) 一 az EAG E RF olr, £), 
j 宇 1. 令 T= oj(xz,D), 可 直接 证 明 , 对 2 RO HA RRA 
(f,g) 有 
lolz, Df, g) = lim (T; fsg). (2.4) 
证 明 的 要 点 是 验证 Tj 的 分 布 核 9 一 致 地 满足 (2.3), 由 于 S 
是 $; 的 弱 极 限 ,过渡 到 极限 邑 得 (2. 3). 
后 面 还 会 用 到 另 一 种 截断 ,对 oCr, 6) 作 的 假设 允许 在 二 0 
有 不 连续 性 . 为 避免 后 面 将 使 我 们 忧虑 的 这 一 问题 ,可 用 ola, 
He Gad 代替 alr, é). | 
基本 点 是 估计 (2. 2) 不 被 这 些 运算 破坏 ,从 而 在 后 面 的 计算 
中 我 们 忽略 指标 j, 并 可 假定 olr, 4 € COR" X R'),0(x,0) = 
Os, do(x,0) = 0,…, 并 且 olr, à) SF EERE EM. 
FEELER, Be EA AK ZN SEK SBA GY LE 
SG = Can) "fer Pax EdE. (2.5) 


为 了 证 明 (2.3), 我 们 从 假定 jz 一 y| = 工 开始 ,并 首先 估计 
[Sery], FR [AAS Crs 9) | 的 情形 以 类 似 的 方式 处 理 . 
重 作 分 解 1 — A) 十 a), MNT 


Salz, y) = (2m) fear RE dE 
和 | 
S(r, y) = am)" fete a(x 8 EdE. 
ISo Cr, y) | 的 估计 是 直接 的 ， 而 在 2m 次 分 部 积分 后 可 写 出 
Siy) = (2m) "fe A" (oe DAE dE, 


再 利用 对 象征 作 的 假设 以 及 下 列 事实 , 当 a40 ht AS [Fl 21 & 
LEL 委 1/2, 则 ap(e) = 0. 
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FERNI E (d'or, EDA 的 项 积分 区 域 无 界 ， = 2m >n 
十 1 时 ,利用 假设 即 得 结论 . 

当 |z 一 y| 二 1 时 ,|%%S(z,y)| 的 从 上 估计 是 类 似 的 . 为 过 
He) y Ar 的 一 般 情形 ,只 需 利 用 群 ar + bla>0,b€ RY 的 作 
用 . 

对 zoER 和 a>>0, 利 用 平移 xzo 和 展 缩 à 变换 T= o(x, D), 
核 SCz,y) BABA a"Slax 十 x ay 十 ro), RIE ol(x, REA 
alax + x,a’). 而 对 象征 oCzx ,6) 作 的 假设 在 这 个 变量 替换 下 不 
受 影响 ,这 一 注释 使 我 们 可 以 从 特殊 情形 jy al = 1 出 发 推广 
到 一 般 情 形 . 

基本 问题 是 要 知道 是 否 算 子 了 = o@, D) 可 以 扩张 为 在 
LCR 上 连续 的 线性 算 子 . 为 解决 这 一 问题 ,我 们 要 利用 TA) 
定理 ,这 要 从 建立 下 列 引 理 开 始 . 


引 理 3 ”在 引 理 2 的 假设 下 有 了 (1) 一 0 


援引 逼近 法 以 证 明 这 个 结果 ,以 截断 了 的 象征 o;(x,é&) 通 近 
T 的 象征 o(x,8),0,(x,8) 对 应 的 算 子 记 作 TT. 

显然 在 朴素 的 意义 下 TA) = 0. 此 外 ,T, 的 分 布 核 关 于 j 一 
致 地 满足 (2. 3) ,并且 有 关于 7 一 致 的 弱 连 续 性 . THEO. 4) 的 意 
SOF S39 CE T. 由 此 推出 TO) 在 空间 BL a eB 了 (1) ,这 
里 B&” 被 赋予 拓扑 ol( Bue, BI). 这 一 事实 直接 采用 第 7 章 引 
理 3 的 推理 即 可 证 明 . TO) = 0. 

还 要 计算 o= TA). 

我 们 已 经 知道 o 属于 B. 因此 是 B ERER REZ 
pa. 为 了 推进 计算 ,利用 下 列 引 理 是 适宜 的 . 


引 理 4 À Fourier 变换 在 0 的 邻 域内 是 零 的 函数 FE 
CR") 的 空间 VV 在 BY! 中 稠密 . 
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下 面 就 是 这 一 引 理 的 十 分 简单 的 证 明 . 

用 S 表示 BY' 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 , 它 满足 条 件 : 对 所 有 S 
EV, S, N =0, 于 是 S BT BS. 任意 选择 以 仿 射 函 数 为 模 的 S 
的 一 个 表示 ,这 一 表示 是 一 个 缓 增 分布 , 仍 记 为 S. 

it HF) Fourier FMEA, RB ee SR) 在 0 的 附近 为 零 
RA (S,g) = 0. 由 此 得 知 S B-TXRSF (0) 的 分 布 , 从 而 S 
是 一 个 多 项 式 . 由 于 5 属于 BL, RA S 实际 上 是 一 个 仿 射 函数 ; 
即 S E Bar ARES. 

现在 可 过 渡 到 o = TO) 的 计算 . 


命题 1 iol, E) 是 一 个 满足 条 件 (2. 2) 的 象征 . 那么 积分 

(2x) 7" ler cr Ede E R \(0} 上 定义 一 个 分 布 rz, 而 人 (1) 是 = 
的 在 下 述 意义 下 的 广义 Fourier 变换 :对 f EV, 

(TADS) = (amy lle FB ox Edade. (2.6) 

首先 注意 (2. 6) AORN COC DIRES. 事实 上 ,考虑 积分 

I(x) = fest (olr, dE, HETARA R BE E HEA He XY 


任意 N 有 阶 0 (rl M) ,这 后 一 性 质 可 由 分 部 积分 建立 . 
因而 分 布 r 有 定义 并 且 (2.6) 有 意义 ,等 式 (2.6) 由 下 列 等 
À 得 以 证 明 . 


CTA), f) = ÎT (Paz 一 Come 


今 举 一 例 . 设 内 ,4€ 4, 是 一 个 无 穷 可 微 的 标准 正 交 基 (来 源 
于 Littlewood-Paley 的 多 分 辩 率 分 析 ). 设 0 € DR") 是 一 个 积分 
等 于 1 的 函数 ,对 1= 2-7(k e), k © Te 一 (eV2 eye)， 令 
O Cr) = 202x — k). 
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考察 由 下 式 定义 的 算 子 
Tf) = > Or) (ashy) Sf pa), (2.7) 
其 中 aE BX”. 
经 直接 计算 得 T 的 象征 
a(x,€) =>) > aaa giz — k)exp(— 27 
X (2x — R))d,(— 278), (2. 8) 
其 中 al) = 2? (ag) € (4)， 这 是 由 于 a 属于 BS”. 

仅 对 满足 c2 < [| Male > > 0) KI j HE, d.(— 
2758) A 0, 而 对 固定 的 j 和 xz, 关于 的 求 和 由 9 的 支 集 所 限制 . 
这 两 个 注释 使 得 可 以 放大 Ahol, 并 得 到 所 要 的 估计 . 

RIET =0 A TA) = a€ BL”, 在 这 个 例子 中 我 们 注 
意 到 转 置 算 子 T 恰好 是 a 和 f 间 的 伪 积 . 当 且 仅 当 a € BMO, 算 
FT Æ L'(R') 连续 . 

现在 该 引进 主要 定义 了 . 设 了 是 一 个 在 弱 意义 下 定义 的 算 
子 , 它 的 核 满足 (2. 3) ,那么 我 们 说 T) 一 0CRB < |e] = m 
的 多 项 式 , 如 果 对 所 有 函数 g € ZR), RE g 对 所 有 长 度 18| 
<m 的 多 重 指标 8 满足 [eg dz 一 0, 我 们 有 | Tade = 


0. 注意 在 g(x) 的 支 集 之 外 有 Tga) = [So,2e(dy = 
Ori). HRE RAVER e= >，zgr, 这 里 了 


Irl =m+} 


= (3/3x, Y. (3/3x,)”, i0 gy € ACR’). 


定义 1 我 们 说 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 属于 类 9, , W 
果 下 列 三 个 条 件 满足 : 
£5 T 相应 的 核 (x.y) 在 对 角 线 之 外 无 穷 次 可 微 ,并 且 
fr a€ N", 8 EN, | RAK (x,y) | <C(a,B) |x — y| 7" IIA ’ 
(2. 9) 
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”对 所 有 e € NT (a) 一 0( 模 阶 委 je| 的 多 项 式 )， (2.10) 
对 所 有 à E N',T (C2) = OC S lal 的 多 项 式 )， (2.11) 


下 列 定理 提供 了 .x 的 特征 刻画 . 


定理 1 HET 属于 .ex , 当 且 仅 当 下 列 条 件 之 一 满足 
对 所 有 7 二 0, 了 属于 Cpa, (2.12) 
T 和 了 的 象征 满足 条 件 (2. 2). (2. 13) 


这 个 特征 刻画 的 价值 在 于 把 借助 核 的 描述 同 借助 象征 的 描述 
以 及 对 应 矩阵 的 特征 刻画 联系 起 来 . 


推论 HEZE eo. FE PAF RE 


事实 上 ,Op .Ay 对 所 有 7Y > 0 是 一 个 代数 . 

现 返 回 到 定理 1 的 证 明 . 

本 质 上 重复 在 第 8 EX -xy 曾经 作 过 的 研究 . 即 对 TE€ ev. 
的 矩阵 元 素 逐 字 重 复 第 8 章 的 计算 进行 放大 ,这 就 要 利用 (2. 10) 
和 (2. 11) ,并 援引 m BAY Taylor 公式 把 引 理 3 中 的 函数 f 在 x 
附近 展开 . 现 将 细节 留 给 读者 . 

一 旦 知道 了 对 所 有 YY > 0,7 属于 Cp, ,就 容易 计算 了 的 
象征 并 验证 (2.2) ,计算 没 任何 困难 ,请 读者 去 作 . 最 后 ,假定 了 
的 象征 满足 (2.2) ,那么 引 理 2 告诉 我 们 了 的 核 K 满足 (2. 3). 由 
我 们 已 描述 过 的 Ty T PRA A] UE T(x") = 0( 模 阶 lal 
的 多 项 式 ). 对 7 了 的 转 置 重复 这 一 论证 即 可 完成 定理 2 的 证 明 . 

G. Bourdaud ([21) 得 到 一 个 与 定理 1 类 似 的 定理 . 代替 
(2. 2) ,利用 满足 

|RAo(x.€)| SCl, BY + [ÉD Te (2.14) 
的 象征 olr, £) € CCR" x IR"), 按照 H6rmander 的 一 个 术语 ,这 
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样 的 o 属于 象征 的 类 S?, CR” x R). 

我 们 记 T E 瑟 - , 如 果 了 和 其 转 置 的 象征 同时 满足 (2.14). 

RTTE 多 ,可 由 小 波 系 数 估 计 刻 画 特 征 . 为 作 这 种 事情 , 利 
AH AACA JENA pr) = pr — k),RE Z, ELH A, 
kE ,组 成 的 标准 正 交 基 是 适宜 的 . ER ABT = ZAM A, GE 
D 的 不 相交 并 集 , 若 46E ,可 以 用 记号 办 代替 a. 

我 们 约定 46E Aj € 区 ,对 应 由 2z — kE do ID Ex 


二 进 方 体 ,并 记 之 为 QO0) = A= 27+ Fe) oh E€ Te € EF. 而 


E AE 本 ,对 应 的 二 进 方 体 无 非 是 A 十 ([0,1[)". 

最 后 在 所 讨论 的 边 长 < 1 的 所 有 二 进 方 体 的 集 族 中 引进 一 
TES. QR 是 两 个 这 样 的 二 进 方 体 ,把 使 A AR AAR 
包含 @ 的 4 之 1 的 下 确 界 A A Q 有 同一 中 心 ,2Q& 的 直径 是 人 Q 
H ABE 记 作 ACQ, R). 那么 d(Q,R) = log. À(Q,R) 是 在 我 们 的 二 
进 方 体 集 合 中 的 一 个 距离 . 我 们 把 这 个 距离 移 置 到 A 上 , 令 dA, 
À) = d(QA),, QU) + dled), PRR e= e 或 s 关 ge(eE 
E,e’ € E) MA d(e,e) = 0 1. 

下 列 定 理 提供 了 算 子 了 E BEA. 


定理 2 T:R) 一 Z R) 是 一 个 在 弱 意 义 下 定义 的 
算 子 . 了 属于 多 .的 充分 且 必 要 的 条 件 是 
aCA, À) = (Tih) dy) A EAR EA 
(È AE A, DKW ps Xo!) 也 如 是 ) 满足 下 列 条 件 
对 所 有 NN 之 1， 存 在 一 个 常数 C CN) 使 
lalà, A)| <CCN)exp(— Nad(a,X)). (2.15) 


BRAC TUNA ORE BBA (2.15) 就 是 代数 .or 

的 特征 刻画 ,而 .er 是 多 -的 齐 次 变 体 . 在 这 个 齐 次 变 体 中 ,大 的 

方 体 起 着 跟 小 的 方 体 同 样 的 作用 : T E BIT HK Sr sy) 及 其 
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对 和 ?> 的 所 有 导数 在 无 穷 远 迅速 减 小 ,以 致 大 方 体 在 这 类 算 子 
的 分 析 中 不 起 任何 作用 . 

定理 2 的 证 明 跟 定理 1 HA, A KA. 

可 用 玫 个 例子 说 明 到 -的 研究 . 以 象征 的 类 Si.;(0 KO 1) 
作为 开始 . 我 们 说 olr, f) € Si,;, 如 果 [Akol E) |, aAa 
以 验证 psis 是 LCR 上 的 连续 算 子 一 个 自 伴 代数 , 并且 
Ops), 包含 在 Zo À. 

第 二 个 属于 多, 的“ 天然” 的 例子 是 由 J.M. Bony ([16]) 提 
供 的 仿 微 分 算 子 . 在 第 16 章 还 要 回 到 这 类 算 子 上 来 . 考虑 象征 
o(x,Ë), CAT CCR" x R), 满足 

(Rol, J| << Cla) + EDT 
并 且 具 有 下 列 性 质 ， 对 所 有 EE RR, 作为 工 的 函数 ,oC(x,é&) 的 
Fourier 变换 是 一 个 函数 或 是 一 个 分 布 ,其 支 集 含 于 球 | - | < EI 
内 .那么 对 应 的 算 子 了 = ox, D) 属于 多 .为 证 实 这 一 断言 , 首 
先 对 每 一 固定 的 ,把 o(x,é) 看 作 x 的 函数 ,并 对 这 一 函数 应 用 
Bernstein 5| 理 ， 送 得 
LER, E] K'CCa) (1 + Efe]. 

于 是 有 o(x,6) € Sin T = ol(x,D) 的 分 布 核 S(x,y) 限制 在 > 天 
x 上 满足 估计 SAS Cry) | SC, p je — y, RTE 
TC) = 0( 模 阶 < Val 的 多 项 式 ) ,采用 引 理 3 的 证 明 即 可 核实 这 
一 点 . 由 于 对 象征 or, 所 作 的 特殊 假设 , 尚 有 (zx") = 0 ( 模 阶 
S le] 的 多 项 式 ). 为 核实 这 一 点 ,以 onle) 一 (CC 一 1/m)zx,é) 
Cm 之 2) JBI oz) 这 就 提供 了 所 考虑 的 算 子 了 的 一 个 逼近 
Ty XP UE EF m 一 致 地 满足 对 T 所 作 的 假设 , 于 是 有 
Th) 二 0, 而 对 的 相应 结论 可 由 简单 的 极限 过 渡 得 到 . 举例 
Kit, 我 们 计 À 'T,Q), 为 此 利用 命题 1. 这 归结 为 考虑 


ete, a Bec. 而 由 于 对 象征 的 谱 所 作 的 假设 ,这 个 积分 是 零 


我 们 解释 了 为 什么 了 工 属于 AoT 属于 多 -这 一 事实 来 源 如 
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下 :由 于 象征 的 CEW, 估计 
[RES (Cr, y) SCl, B) |æ — yl "I A, 
可 改进 为 对 所 有 入 2 1,RE lz 一 y| Sima 
| HS rv) | SCN sa, P) |x — y| 

在 用 这 些 例 子 说 明 研 究 代 数 SWZ RNR 
代数 多 .中 的 象征 演算 的 基本 问题 上 来 . 按照 Calderon 的 说 法 ， 
对 于 一 个 Banach 代数 如 的 象征 演算 是 一 个 连续 同 态 XY:B>C,C 
是 一 个 比 B“ 更 简单 ”的 Banach 代数 ,而 X 有 下 列 性 质 :2E 了 如 在 
Bayt, 4 HAR co = Xb) FEC 中 可 道 . Banach (UR BAC 可 
能 是 非 交 换 的 . 

回 到 代数 B= BS HR CLR 上 所 有 连续 算 子 的 代数 
SY LRD, PRD). WAS x À BEC 内 的 内 射 . 我 们 的 问题 是 
要 知道 是 否 这 个 内 射 是 多 .. 上 的 一 个 象征 演算 ,换言之 , 即 要 知道 
是 否 一 个 在 LOR") 上 可 逆 的 算 子 有 一 个 逆 算 子 T E Zo. XIX 
一 提问 我 们 要 给 一 个 十 分 强 的 否定 回答 . 我 们 注意 到 所 有 算 子 L 
E 名 .是 -个 Calderon-Zygmund 算 子 ;因此 对 1 二 pp <oo,LH 
LR) KAR. 


定理 3 MEA p> 2, 存 在 一 个 VOR) 到 自身 的 算 子 人 TE 
Bos tE TE LR 上 不 是 有 界 的 . 


这 个 结果 首先 由 P. Tchamichian 建立 ,这 里 我 们 给 出 一 个 属 
于 P,G. Lemarie 的 不 同 的 例证 .- 

我 们 回想 起 A= 2 个! ZNT ,在 下 文中 ,我 们 把 A 看 作 
二 2 和 (jE ND 的 不 相交 并 集 . 

定义 一 个 映射 Os A> AONE BRE ZS Ok) =k, H À — 
k2 + e273 E Ae E E,S OCR27 +e2 71) = k27 4+ e2 À, 
我 们 看 出 OA) € Ay. IFA 0 BM 4 到 4 内 的 一 个 单 射 . 
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让 9 MV — TP PRA SEOUL? OR") > VCR"), E à Ua = 
Doh = pr — k) k E TA Ug, = boa EX. AY AR A BY, 
4 和 OCA) 的 距离 有 界 , 算 子 U 属于 Zo. 

设 z 是 一 个 模 小 于 1 HS, T = 1 — U ELR) PEN 
逆 的 . RINER, Æ p 之 pdz T RARE LEAH. 从 而 
7 不 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,就 更 不 能 奢望 TRF 
Bf. 


SATO = SUS), ME S = p WA TOM = 
21? Yen» HH (第 6 章 ,定理 1) 这 个 函数 的 L? 范 数 ,并 
且 验 证 当 l2122>1,0 = > — BT) & L?. 

大 1 二 2 二 2 ,同样 存在 一 个 算 子 TE Jo CE LR) 上 
的 一 个 同 构 (ART 在 L* 上 不 是 有 界 的 . 

为 证 实 这 一 点 ,本 质 上 采用 前 述 方法 ,这 次 定义 算 子 U 如 下 ， 
若 4 不 属于 OCA). S UY) 一 0, 若 1 属于 04,4 Up) = Pala» 
那么 当 |z| <1 E}, T = 1e 2U Æ LR) La, A Rae 
同样 的 计算 可 以 证 明 当 jz| > rA TOE L* 上 不 是 有 界 
的 . 

-和 名 ,这 两 个 代数 似乎 是 反常 的 . 事实 上 , 当 要 验证 由 
Littlewood-Paley 多 分 辨 率 分 析 生 成 的 小 波 nE A, ARP wR 
数 空间 B (例如 Besov 空间 ) 的 无 条 件 基 时 ,就 不 得 不 同 代数 -or 
FT 交道 . 为 证 实 所 要 验证 的 结论 ,基本 点 是 考虑 在 LR 上 连续 
且 在 标准 正 交 基 内 内 是 对 角 的 所 有 算 子 工 ,并 证 明 这 些 算 子 都 在 
空间 BEAR. AARHKASTAT eo, ,这 就 引导 我 们 系统 地 研 
究 -or 的 算 子 在 各 种 天 数 空间 上 的 连续 性 (这 正 是 下 章 要 作 的 ). 

同样 若 办 和 fA € 4, 是 两 个 属于 Schwartz 类 A(R) 的 小 
波 的 标准 正 交 基 , 由 U4) = AC Ah, 定义 的 算 子 吕 :L: OL 
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于 2%. 因此 当 对 小 波 的 标准 正 交 基 感 兴趣 时 ,代数 ce. HET 
不 了 的 . 
下 列 结果 是 一 个 有 关 的 应 用 . 


命题 2 存在 三 个 属于 FY OR?) 的 函数 fy 加 和 Pz» 使 小 波 

2b, Cir — hk), Vp ixr — kp lix 一 民生 及 GZ22 1 
E 2K LCR’) 的 一 个 标准 正 交 基 , 但 找 不 到 一 个 一 正则 的 C 
= 1) 多 分 辨 率 分 析 生 成 这 些小 波 . 


我 们 不 知道 是 否 在 一 维 情形 有 这 样 的 反例 . 

考虑 以 Littlewood-Paley 的 多 分 辩 率 分 析 为 出 发 点 用 张 量 积 
方法 形成 的 二 维 标准 正 交 基 . 用 A © 4, 表 示 这 个 小 波 基 ,并 要 
用 象征 为 5/151( =F +i) VERT ;换言之 ,过 =R +iR;, 
R 和 Rs 是 两 个 Riesz BHR. 那么 di =U Cdr) 就 提供 了 所 要 的 反例 ， 

事实 上 ,用 V,,j € Z, 表 示 多 分 辨 率 分 析 , 从 它 生 成 go. 如 果 
儿 来 自 一 个 多 分 辩 率 分 析 , 这 只 能 是 7 = Uw). SIE V;.5 € Z, 
不 是 r- 正则 的 (~ 之 1)， 

用 归 雇 推理 ,假定 存在 4 EV ,使 得 hE LAN LH h(x — 
k) »k < Z ,是 VV, 的 一 个 标准 正 交 基 . 

ABARAT A = plié, RE LE 是 每 一 变量 的 2x 周期 
REF Vo = UVO 和 多 V 的 特征 刻画 . PR ACz k), 
ke 2Z2, 组 成 标准 正 交 序 列 这 一 事实 蕴含 > ACE + 24m) |? = 1. 
由 于 2 也 满足 这 一 条 件 , 便 得 几乎 处 处 xE] = 1. 然后 注意 
到 ,在 Littlewood-Paley 的 多 分 辨 率 分 析 的 构造 中 , 若 Kr SES 
r, — aLr, MIE KE > 0. hF ABT LCR’) A LIER 

_ 2 aA | til y 
[— r,r? 一 Co 上 是 一 个 连续 国 数 ,从 而 乘积 Xe,7) ETF DIN 
如 是 . 组 成 相似 曲线 eacC MBSR Oe < 1,9C6 是 Co 的 有 
向 边界 . 计算 象 曲 线 X(eaCe) 关于 0 的 指标 . 4 e > 0 充分 小 时 ， 
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E — 17 o 
ert CD), HF c: 是 模 为 1 的 常数 . 由 此 推出 对 


充分 小 的 e,X(eaC。) 的 指标 等 于 一 1 而 奋 = 1, 把 正方 形 XC 的 
对 边 结 为 一 组 ,它们 方向 相反 ,再 利用 x 的 周期 性 ,那么 很 清楚 ， 
X(C.) 对 于 0 的 指标 是 零 . 函数 在 CARR 0 外 连续 且 模 为 1， 
在 变形 的 过 程 中 ,0 & AC, 而 LEC) SF |z| = 1. 这 就 导致 了 
一 个 矛盾 . 


X(C, p =c 


3. 交换 子 和 Calderon 的 精确 伪 微 分 法 


伪 微 分 法 犹如 神话 中 被 焚烧 的 凤凰 又 在 其 余 煤 中 重生 一 样 ， 
它 第 一 次 诞生 于 30 年代 ， 创 身 之 父 是 Giraud ( L119) 和 
Marcinkiewicz ( [183 D). 于 50 年 代 末 第 二 次 重生 , 并 且 显 然 受 益 
于 40 年 代 由 L. Schwartz 发 现 的 分 布 理 论 . 

使 我 们 感 兴趣 的 是 它 的 第 三 次 诞生 或 重生 . 为 了 处 理 系 数 缺 
过 正则 性 的 线性 偏 微分 方程 ， 尤 其 是 为 了 研究 非 线 性 偏 微分 方程 
解 的 正则 性 问题 , Calderon 决定 在 伪 微 分 法 中 插入 用 畏 数 a(zx) 作 
MIE RARE F Aal) 在 我 们 要 精确 前 明 的 意义 下 关于 z AK 
少 的 正则 性 . Calderon 自然 期 望 保留 前 几 十 年 的 研究 对 象 ， BI 
典 的 伪 微 分 算 子 T € CpST。 

楼 个 伪 微 分 演算 的 困难 在 于 算 子 的 两 个 交换 代数 相互 对 上 
乘 以 正则 性 给 定 的 (在 通常 情形 下 是 无 穷 可 微 的 ) PBK a(z) 的 还 
点 乘法 算 子 的 代数 了 ,以 及 常 系 数 微 分 算 子 和 由 它 代数 地 导出 的 
算 子 ( 即 卷 积 算 子 TC 2CpSTo 的 代数 工 . 

对 岩 表 现在 算 子 SE X 同 算 子 TEY 不 交换 这 一 事实 上 . 交 
换 性 的 这 一 缺陷 导致 计算 交换 子 LS,Tj, 其 中 SEX,T EY. 最 
简单 的 例子 是 Leibniz 法 则 提供 的 交换 子 [4,D;j], 这 里 A 是 CC 
类 (或 Lipschitz) 函数 alr) 作 的 乘法 算 子 ,而 D, = 3/3x; 那么 
[4 ,站 =4 是 用 a(Cz) 一 一 oariaCz) 作 的 逐 点 乘法 算 子 ,ae (Cz) 
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属于 LR’). 

Calderon 力求 把 Leibniz 法 则 推广 到 [AT] 这 种 情形 ,其 中 
A ERRAT, M T E€ psSl o. Calderon 在 1965 年 证 明了 当 a(x) 
是 一 个 Lipschitz 函数 时 ,交换 子 总 是 在 VOR) 上 连续 的 ,这 一 结 
果 在 某 种 意义 下 推广 了 Leibniz 法 则 . 

如 今 Calderon 的 定理 十 分 简单 地 借助 TOL) 定理 得 到 . 我 们 
人 氢 述 这 个 证 明 ,并 县 按照 Calderon 的 作法 ,由 此 推出 具有 关于 x 
的 最 小 正则 性 的 伪 微 分 算 子 的 存在 性 . 


定理 4 ”车 A 是 乘 以 一 个 Lipschitz 函数 ae) 的 逐 点 乘法 算 
子 , 则 对 所 有 一 阶 经 典 伪 微分 算 子 TE€ OpS},.. 交换 子 LAT] Æ 
一 个 Calderon-Zygmund 算 子 . 

反之 ,车 [4,T] 当 全 二 9/3zj(1 < j Kn) EVR) 上 有 
界 , 必 有 da/ar, € L”(R”), 从 而 alr) 是 Lipschitz KR. 


为 证 明定 理 4, 先 进行 两 个 化 简 会 带 来 方便 . 第 一 个 化 简 是 总 
可 假定 vcCz,0) = 0, 因 和 否则 用 olr, €) — o( 2,0) RE ola, £) 即 可 
归结 为 这 个 特殊 情形 . MFRS RRR cS 
点 乘法 算 子 校正 T = ol(x,D), 而 在 作 了 这 个 校正 之 后 ,交换 子 
CA TJ 并 不 改变 . 


第 二 个 化 简 在 于 用 DIT DARA 了 ,其 中 D, = 2/87, ABR 


征 , 即 olr, £) E S90, 由 于 o(z,0) = 二 0, 这 种 表示 是 可 能 的 ,这 就 使 
得 可 以 利用 有 关 可 微 函 数 的 理想 的 古典 结果 (事实 上 回顾 该 结果 
的 证 明 以 获得 关于 oC, E) 的 必要 的 估计 ). 

先 叙述 证 明 的 形式 结构 . 下 述 的 考虑 随后 将 严格 地 验证 . 设 吃 
CR XREH » £ x 定义 的 开 集 .了 的 分 布 核 SCz,y) EO EH 
限制 是 一 个 无 穿 可 徽 的 晒 数 , 满足 

[FAS Cx, y)| SCl, p) |x — yl ort et lat, 
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由 此 推出 LAT] 的 分 布 核 在 2 上 的 限制 K(x,y) 是 (a(x) 一 
a(y))S(C(z,y)， 并 满足 
IKC, | SC| Vall elz — y|", 
|a/dx,K(xyy¥)|<Cl Vall olz — 3177, 

以 及 | 
l9/9yj;K (z, | SC I| Vall olr — yl "Ud Sin). 
为 WEB LAT] Æ LR) LAA RIAA TO) 定理 . 
从 建立 弱 连 续 性 开始 ,对 民 " 的 任意 球 B (中 心 为 t, FRA 
R) 和 任意 两 个 CRH, ARET BAHT B 内 调整 好 的 (在 满 
是 lules <1, || Vul s SR, lol a1, | Vv] SR 的 
意义 下 ) BM u 和 vw 的 对 | (LA,T ju,v)| 不 超过 C | Va || oR’. 

为 得 到 这 个 估计 ,把 a(z) RA a(z) — alr), AF [4A,Tj 此 
时 保持 不 变 . 我 们 放大 | AT Ce) | za 和 || TAC) | 2, BA 
Cauchy-Schwartz 不 等 式 即 得 欲 要 的 估计 . 


我 们 有 
| AT Cu) | LB S | a | L”? (B) ll T (u) | 2 
<R | Va || >, | Taz || 2 
<CR || Vall. >; ll &u ||: 
1 
<CR"” | Vall …, 
同样 
| TAG) || LCD || a/ax;(au) || ; 
1 
<C || Vall. lw fl: +CRI Val. Val: 
<c"R"” || Va || …. 
然后 计算 


[A,T](1) = a(x)T (1) — Tia) =— Ta) 一 一 X T,(Da). 
1 


117 


这 后 一 个 函数 属于 BMO, BA 了 ;是 Calderon-Zygmund 算 子 ， 从 
而 从 L°ÆA].BMO 连续 . 

KELAT] 的 计算 不 再 是 形式 的 ,只 项 以 算 子 TE 
T,T, 的 象征 在 原点 和 在 无 穷 远 (作为 4 的 函数 ) 被 截断 . 这 一 技 
R 在 引 理 2 和 3 的 证 明 中 都 曾 描述 ,这 里 就 不 坚持 进一步 说 明细 
PT. 

致 于 说 到 LAT] 的 转 置 , 它 正 是 [4 人 门 ,于 是 计算 与 刚 介绍 
的 类 似 . | 

我 们 叙述 由 Calderon 引进 的 一 种 新 的 象征 代数 . 


定义 2 Calderon 精密 伪 微 分 法 象征 ol, f) Je R x RINO) 
上 的 连续 隆 数 ,并 有 旦 满足 下 列 三 个 条 件 

对 所 有 AD 0,7 E R'AI ÊZLO,o(x,ÀË) = aor,é), (3.1) 

F |El = 1,|9%o(r,6)| SC, (3. 2) 

À |El = 1,1<j<n,19/ar,#(x,8) | S C'a (3. 3) 


定义 3 —DERRHERT SLR -> LR) 是 一 个 一 阶 
正则 化 算 子 ,如 果 2n 个 算 子 DSA SD 都 在 严 (R") 上 连续 ,这 
HD, = 9/9x,,j = lyn. 

现在 该 宣布 Calderon 的 定理 了 . 


定理 5 设 安 是 所 有 具有 下 列 性 质 的 算 子 T 的 集合 ,了 T 可 表 
ARK T=T,.+T,,.T, =0(x, D) 的 象征 olr, £) 满足 (3.1)，(3. 2) 
Al (3. 3) ,而 了 :是 一 个 一 阶 正则 化 算 子 . 则 € 是 一 个 算 子 代数 . 
正则 化 算 子 的 集合 LE S 中 的 理想 ,而 € /YZ 是 一 个 交换 
Banach 代数 , 它 同 构 于 满足 (3.1),(3.2) 和 (3.3) 的 象征 的 代 
数 . 


换 向 话说 ,在 ox, D) 和 tr, D) 的 象征 o(x,E) 和 riz, 6) 
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满足 (3.1),(3.2) 和 (3.3), 则 算 子 r, Dol, D) 可 表示 成 T 
十 T, TYR EE o(z,€)r(zr,®&), mi 了 ,是 一 个 1 阶 正 则 化 算 子 . 
Calderon 定理 的 证 明 需 要 下 列 引 理 . 


S25 假定 o(r,6) E LR" x RO 满足 下 列 两 个 条 件 

对 所 有 EE RNO) A AD 0,0(X, A) = or, Ë), (3. 4) 

若 ll =1,7 ER a € N,|æ(xr,é| SCl). (3.5) 
则 算 子 cCz,D) 在 LR) LAR. 


为 证 明 这 个 引 理 ,按照 Calderon 和 Zygmund 的 证 法 ,把 olr, 
6) 在 球面 él = 1 上 按 球 调 和 函数 展开 ,这 里 x € BR" 固定 ,由 关于 
的 正则 性 就 得 到 依 范 数 收 敛 级 数 


o(r,€) = Sim (xy), >) | me Il hl < 0. 


把 hE 延 拓 为 一 个 0 阶 齐 次 函数 ,后 者 是 算 子 LIRE, MIE 
5 om (x) 相 乘 的 逐 点 乘法 算 子 记 为 M. 这 就 得 到 


ICZ D) = > MH, 
0 


这 个 级 数 是 依 范 数 收敛 的 . 

现 证 .了 是 多 的 一 个 双边 理想 , 仅 有 的 困难 是 验证 :者 TjE 
F,WT.=0 (x, D) 的 象征 满足 (3.1), (3.2) 和 和 (3.3), 并 
E D;=3/9zx;, 那 么 TT2D,; 在 LR) 上 有 界 . 

为 证 明 这 一 事实 , 我 们 计算 交换 子 LD T:] =T, SAT, = 
r(z,D) ,而 r(z,6) = o(2,8). 引 理 5 保 证 ,在 VOR) 上 过 
续 . 于 是 TTD; = (Ti DDT: — TT 3 每 一 项 在 LL? CR") LÉ. 

我 们 返回 定理 的 证 明 . 对 满足 (3.1),(3.2) 和 (3.3) 的 所 有 象 


征 oCx, E) 统统 进行 球面 调和 函数 分 解 ,定理 就 可 从 下 列 引 理 推 
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引 理 6 it 4 是 一 个 由 Lipschitz 函数 a(x) 作 的 逐 点 乘法 算 
子 , 而 如 是 一 个 卷 积 算 子 ,其 象征 oO MEA0ADO HE eA 
= o), IFAM êl = 1 FA 200) | <C. 那么 交换 子 [AH] 
一 阶 正则 化 算 子 . 


AA 是 双边 理想 ,这 一 引 理 就 使 得 可 以 交换 A 型 算 子 
À; 4: 和 H 型 算 子 ,五 的 位 置 ， 以 使 所 有 乘积 
AH AH: 取 典 型 形式 AH (其 中 A= AA, H = HH,…); 
AH 的 象征 是 a(x)o(Ë), Mitt Cadelron 定理 得 证 . 

为 证 明 引 理 6, 举 例 说 ,我 们 写 出 等 式 DLA, ] = AH 十 
[4,7T,]j, 这 里 4 是 a/ariaCz) (FH ARREARS. T; = DA. 
然后 利用 交换 子 定理 (定理 4). 


4. 拟 微 分 的 Leibniz 法 则 


考虑 两 个 整数 m > 1,5 € [0,mj 和 一 个 卷 积 算 子 了 ,7 借助 
满足 齐 次 估计 PrO] 委 Cs “的 象征 来 定义 . 

B B EHR% Cr) 作 的 逐 点 来 法 算 子 ,对 0 专 10| Km, 
bir) 满足 | F(z) ||. KC< 00. 

我 们 提出 如 下 问题 :找到 一 个 与 乘积 导数 的 Leibniz 法 则 类 
似 的 伪 微 分 法 则 . 


定理 6 沿用 前 面 的 记号 , 我 们 有 
TB = $ BT. + Rn, (4.1) 


[alm 


其 中 B. 是 由 F965(zx) 作 的 乘法 算 子 , T. 是 一 个 象征 为 
CD aO 的 卷 积 算 子 ,而 R。 在 下 列 意义 下 是 m — s 阶 正则 


a! 
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化 AT 
| Ry ?7 和 CPP | Fo | oF lla. |7] =m—s. (4.2) 


| rm 


初 看 起 来 ， 等 式 (4. 2) 无 非 是 一 个 计算 两 个 微分 算 子 的 乘积 
的 象征 的 公式 ,这 里 的 新 意 在 于 关于 2 的 正则 性 假设 是 最 少 的 . 

定理 6 属于 Calderon ([137) , 它 使 由 定理 5 所 叙述 的 擅 微 分 
算法 更 精致 . 我 们 再 次 援引 T(1) 定理 证 明 这 一 结果 . 为 方便 证 
明 ,我 们 把 象征 为 z HRT T RACEN , OR REE 
在 0 和 无 穷 远 的 邻 域内 被 截断 了 的 .这 些 逼 近 仍 记 作 T 而 不 致 引 
ERW. 在 得 到 一 致 估计 的 条 件 下 ,过 渡 到 极限 不 会 有 任何 
问题 . 

以 天 (zy) 表示 了 的 核 ， le TRE — FO 2) "K (a, 
y), m R, 的 核 是 


Raley) = DO) 一 D EG FE) Kz,y). 
|æ 


Im 


还 有 Rm3 的 核 是 (一 1)!" FR, (x, y). 

首先 指出 如 何 把 问题 归结 为 *= 0 的 情形 . TA s ERE s 
一 1, 把 了 分 解 为 TD 十 … 十 TD,, 这 里 了 ,的 象征 r (6 是 :一 
1 阶 的 . 举例 说 ,可 令 rE =— 16, Elre. 那么 

Ts =T,D,B +--+ +T,D,B = T,B, + .+7T,B, 
=T,BD, + + + T,BD,. 

如 果 定 理 对 于 数 侦 (s — l,m — 1) 和 (一 1,m) 已 经 证 明 , 我 们 
可 以 借助 (4.1) DA TBA T,B 并 得 到 两 个 误差 项 ROM SY, 
它们 分 别 是 m — s BA m — s + 1 BAY. BBA Ra = RY + oe + 
Rw + SPD, 十 … 十 S09D, 将 是 mx 一 s 阶 的 正则 化 算 子 . 

我 们 要 把 TO) 定理 应 用 到 算 子 Ra? |Y] = m,s 二 0. 为 此 ， 
利用 一 个 关于 xz 和 > 有 某 种 正则 性 的 核 比较 适宜 . R, (x, 9) 包含 
出 现 Fol) (lal =m) 的 项 ;这 个 函数 属于 L QR"), 而 这 些 项 应 
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当 个 别处 理 . 

TERR TODZ y — x)'K(x,y)},lal = || =m. 对 
应 的 算 子 在 LCR) 上 是 有 界 的 ,这 是 因为 可 以 忽略 db(x) € 
LORY; HE Cy — rK C9} FEF ETTE 为 象征 的 卷 
积 算 子 ,而 由 假设 Pré) E LR). 

这 些 特殊 情形 处 理 好 后 ,再 应 用 Leibniz 法 则 计算 AR, (2, 
y). 这 就 要 要 么 对 天 (z,y) 求 导数 ,要 么 对 by) 一 >， 二 (y 一 


jal|<m—1 


x) Fb(x) 求 导 数 . 在 后 一 种 情形 ,这 归结 为 同时 以 ?2(>) RF 
p(y) 和 以 m — |B 代替 m. aeia eh 了 归纳 推理 ,就 可 限于 仅 
对 天 (z,y) 求 导数 的 情形 , 于 是 令 

Zal = {WO D BO TeaK (2,9). 


lajm- 1 


用 zz。 表示 对 应 的 算 子 . 正 是 对 这 个 算 子 ,我 们 要 应 用 T(1) 定理 . 
由 于 对 所 有 a € N'M PENA 

[EEK (x, y) S Cagle — yl ii, 
核 的 大 小 和 正则 性 的 估计 可 直接 得 到 . 

所 留 下 的 事情 是 验证 弱 连 续 性 和 计算 Znad) 及 Zaa). 

F u 是 一 个 紧 支 C 类 函数 ,可 通过 对 变量 y 进行 分 部 积分 来 
计算 Z u). 也 就 是 说 ,K(xz,y) 变 作 ZK, y), AXE IY] = 
IY) 一 1, 并 且 或 对 CG) 求 导数 ,或 对 u(y) 求 导数 . 在 第 一 种 情 
形 , 得 到 一 个 xz- 型 的 算 子 ,根据 归纳 法 假设 , 它 是 有 界 的 ,而 在 
第 二 种 情形 ,得 到 一 个 核 , 它 满足 Yna D CO) x y, 
7 了 ,的 奇异 性 是 可 积 的 ,我 们 就 不 作 进 一 步 的 讨论 丁 . 

利用 同样 的 思想 计算 Z,0), 我 们 得 到 Za) = (一 
MITCB). 由 于 了 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,并 且 7b € 
L”, 故 Z,(1) 这 个 函数 属于 BMO. 


最 后 处 理 人 20G1) = |ZCz,y)4dz, 我 们 把 它 视 作 y 的 函数 , 利 
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用 居 (x,y) 是 一 个 卷 积 的 核 这 一 事实 可 以 写 出 等 式 BK(x,y) = 
(一 DSK (r,v). 于 是 可 以 通过 对 x 的 分 部 积分 来 计算 
ZaD. FORE WG HEE. FEY = Me MM DA, 8 Y = Ne, 
一 了 了) ,9 二 《QQ 十 14). 分 部 积分 后 得 | 


Za = (= VD) ALG ZK (NEC ar. 


lal=m—i 7° 
其 中 利用 了 等 式 


9 cr ， 
ar, =W) ae. a Cy — x)°Fb(x)} 
—_ >. Le, 一 - xryFb(r). 
[laj =m— i al | 


注意 到 db E L”, (y 一 YP K(x,y) 是 一 个 Calderon-Zygmund 
算 子 的 核 , 并 且 这 个 Calderon-Zygmund Ë + M LCR") 到 
BMOCI 是 有 界 的 , 即 得 结 论 


5. 高 阶 交 换 子 


设 HLR) — LCS) 是 Hilbert 变换 ,其 象征 是 — isign, H 
Dee vaut 1 
也 可 以 定义 为 同 分 布 v.P. ay 作 的 卷 积 . 
a = x à 3 
Q D= “大 ,并 考虑 算 子 DH. 对 应 的 象征 r(O 是 
. = + | | |” ws 一 
— sign’, WIR EAO0,r(O) 满足 | Ze] TO) SK Cim) Ele, 
HSE COn) = kk — 1) CR — m + 1). 
1966 年 以 来 ,Calderon 建 六 人 研究 如 下 定义 的 累 次 交换 子 ,从 
个 Lipschitz BR a Cr), ,a.(x) 出 发 ， 用 Aloe, 4 表示 由 
ar) a(x) ENE SIE FP Poe NOTE TT, 
kil, = [A LA A, DH lee] (5.1) 
当 k 之 2 时 站 的 定义 会 发 生 问 题 . 举例 说 ,本 ， 一 AAT, ~~ A T,A,; 
~ATA + TA A, EP T, = DH. A\T, A, ATAI UE 
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为 DBD 的 算 子 是 否 有 意义 这 件 事 不 是 一 个 能 明白 回答 的 问 
题 . 事实 上 ,展开 并 非 上 策 , 我 们 宁愿 利用 另 一 方法 给 OU 
后 面 将 验证 的 分 布 核 是 
ik». (a, Cr) 一 a (yp) ) (a (a) 一 au (yd 
r ° (x — oe 
在 一 定 程度 上 形式 地 看 来 ， 可 以 说 Sv. (z 一 ET = 
LDH 的 分 布 核 ,而 一 个 算 子 与 4 每 作 一 次 交换 子 运算 ,就 相当 


其 核 乘 以 a;(x) 一 a;(y). 
TA RÉ ajo) 相等 并 且 是 实 值 的 ,那么 不 计 系数 一 i/2， 


对 6 > 0, ERK Der Cauchy # Se Cz(z)- z(y))7 :定义 | 


的 算 子 ,其 中 z(z) = x — tax), cE RW z(z) 作为 参数 表示 的 
曲线 f 是 一 个 Lipschitz RÉ PRR 一 sa(z)) 的 图 象 . 问题 变 


为 核 TM p- JE L ae E L ds) 上 的 连续 性 问题 .其 中 ds 


是 Lipschitz 图 象 T 上 的 弧 长 测度 ， 这 个 连续 性 问题 将 在 本 章 末 解 
决 , 并 将 在 第 12 章 里 重新 系统 研究 . 

Calderon 就 高 阶 交换 子 和 复 分 析 之 间 的 关系 进行 了 大 量 研 
究 . 

当 我 们 置身 于 民 " 并 以 一 个 卷 积 算 子 LE DH 时 , 同 复 分 
析 HE FER RH RS TRE r6) 4 EA ORDA 
“UC” 估计 

[Fr < Ca) [El EA O,@eEN’ (5.2) 

仍 用 a (x), aix) 表示 上 个 Lipschitz KR, IH A, 
A(x) 表示 相应 w(Cz), a (x) 的 逐 点 乘法 算 子 . 利用 这 些 记号 ， 
我 们 有 | 


定理 8 累 次 交换 子 D, = lA > LA, LAT: Je] 都 是 
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Calderon-Zygmund H $, E D4 [一 LH% |, || HOR 
Irl CE nD Va Ho | Vall os (5.3) 
其 中 常数 CCl,n,7) 事实 上 仅 依 赖 出 现在 6. 2) 中 的 常数 Ca). 


定理 的 这 种 表达 方式 使 我 们 可 以 利用 逼近 TB ER ER ARR 
证 明之 . 为 此 ,以 象征 5.《€) = XN HH) — XOME) CO 代替 象征 
T(E) AE XE DCR") 在 0 的 邻 域 里 等 于 1. 诸 象征 mm 关于 m 一 
致 地 满足 (5. 2) ,这 就 允许 在 7(€) € DCR") AF 0 的 邻 域 里 等 于 
0 的 补充 假设 之 下 证 明了 定理 之 后 过 渡 到 极限 . 

TANK KC(z,y) 是 一 个 卷 积 核 ,定性 地 说 ,天 (zy,y) 是 一 个 无 
限 可 导 的 函数 ,对 所 有 六 之 1, 当 ly — x] BFF, Ka, y) 有 
Ft OC — x). 定量 地 说 有 

IELK (a, SCCa, p) |æ — y| (6.4) 
于 是 TA L(x,y) 是 (a, (x)) 一 aly) lal) 一 
a(y))8Cx, y), FFA L(r,y) 显然 满足 Calderon-Zygmund 估计 . 

为 了 证 明 在 LCR") 上 的 连续 性 ,我 们 利用 对 《的 归纳 法 以 
RTO) 定理 . 

A AER TIBER. 为 此 , 设 了 是 一 个 紧 支 CBM, 
我 们 来 计算 .计算 中 用 等 式 T, = SPD, + … 十 Si?D,, 这 里 
Si 的 象征 满足 (5. 2), 只 不 过 以 上 一 1 代替 ,而 D, = 3/3x;. 把 
SP 的 核 记 作 SYP (zy). WA 


PS) = > | ce — a(y)) (ax) — a y)) A 
i 了 


X SP Cx — y)f y)dy. © 
进行 分 部 积分 后 产生 两 种 类 型 的 项 ， 在 第 一 种 类 型 的 项 中 ， 对 
(a, (x) — a (y)) BY a (x) — a (y) 等 等 求 导 ， 这 类 项 有 形式 
(1) day | 2) das 
EE 
由 归纳 法 假设 可 估计 它们 的 荆 范 数 . 在 第 二 种 类 型 的 项 中 ,对 上 了 
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求 导 . 这 时 所 用 的 核 是 

Ca Cr) 一 a ly)) e la lr) — aly DSP 一 y) ,其 模 不 超过 
CH Va, ll ort || Zall ole yi 由 于 假设 了 人 有 紧 文 集 且 
属于 C 类 ,下 范 数 的 估计 是 显而易见 的 . 

上 述 计算 过 程 确切 地 对 C 类 的 紧 支 函数 了 和 定义 了 A) ,并 
HR HT Cage sere. 

DO) 的 计算 完全 是 同一 类 型 的 .重复 前 面 的 推演 得 知 T,() 
AE TE Da) 的 线性 组 合 的 形式 ,这 里 忆 ,= 3/27, 由 归纳 假 
设 这 些 项 属于 BMO. 最 后 DREL TE Ti 外 与 有 完全 相 
同 的 结构 .从 而 同样 有 Ta) € BMO. 


6. Takafumi Murai 所 给 的 Cauchy 
核 的 L'RE Se PE AI UE BA 


我 们 返回 一 维 以 及 “历史 上 ”的 Calderon 交换 子 ， 即 从 一 个 
Lipschitz PX A: RoC 出发， 这 对 应 一 个 属于 7 CR?) 的 分 布 


4 —A a 、 、 
AG) 一 4 六， 进而 对 应 以 这 个 分 布 为 核 的 算 子 Da 


SR) 一 SR). FE 对 CI 类 紧 支 的 上 和 8 有 


TOD =m AD 
| E} OJ |r—yl pe (x — yet} 


Diag 产 连续 性 从 前 节 的 一 般 结 果 得 到 . 由 此 推出 对 所 有 / € 
LCR) SUL ERA x € R 存在 


| (Alr) — ACy))' 
lim {| y--a]ze) Cd 


利用 第 7 章 的 一 般 结 果 《〈Coetlar 不 等 式 ) 可 以 看 出 只 需 证 明 

当 f 是 一 个 C: 类 的 紧 支 函数 时 这 个 极限 的 存在 性 . 注意 到 ao 

— yy = kr — D EU US Y Lie 

型 的 项 . 一 类 项 归结 到 算 子 Py, HABA AS © Lx 
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v. p. 


g(x)f (y)dydz. 


实 即 可 处 理 . 另 一 类 项 包含 对 f 的 导数 ,这 归结 为 一 个 绝对 收敛 
的 积分 . 由 于 对 几乎 所 有 的 二 有 
A(x) = lim eS + €) 元 Ar — €)) | 
积 出 的 项 趋 于 O. 
于 是 对 于 所 有 函数 SEC VCR) ARAN FON, MILE RA 
Hc Ee RASH 
(A(x) — ACy))* 


PSG) = limf aye Fy. 


最 后 一 个 注释 涉及 算 子 LLR > LVR) 的 范 数 IF, | 
的 增长 性 . 
前 节 的 方法 在 这 里 可 概括 为 有 (1) = 1, ,(A') 和 对 kEN 


使 用 归纳 法 . 考虑 到 核 MCD AGO" 的 大 小 和 正则 性 的 显然 


x — y} 

的 估计 即 得 IT SaC' 4 人 .所 使 用 的 方法 无 法 估量 这 个 
常数 C 的 值 ; 它 来 自 两 个 乘法 因子 . 其 中 一 个 是 不 等 式 

ITI LC TC) À pmo + Ci (6. 1) 

À SR A a a PC TO |]K(z,y)| < 1z 一 

y| A [33K (ray) | [x — y PR RK K' Cr, y) EM. 另 一 

个 乘法 因子 出 现在 应 用 所 有 Calderon-Zygmund 算 子 从 L” 到 

BMO 连续 这 一 事实 时 ,事实 上 ,这 两 个 问题 联系 着 第 三 个 问题 : 缺 

少 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 的 (L°,BMO) 连续 性 范 数 的 佑 

iT. 
不 过 可 以 注意 到 当 9 > 0 充分 小 时 , 母 级 数 DOT ARE FH 


数 收 敛 . 由 此 即 可 证 明 在 斜率 小 于 Ô 的 Lipschitz 曲线 上 的 
Cauchy 核 的 连续 性 . 这 正 是 Calderon Æ 1974 Æ ([38 1) 所 得 到 的 
结果 . 
而 由 这 个 “局 部 ”结果 可 得 下 列 整体” 结果 :大 ARR E 
任意 一 个 Lipschitz ph Be. WK (zx-y + iA) 一 ACy)) 定义 一 
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个 在 LR 上 有 界 的 算 子 . 

我 们 要 给 的 证 明基 于 G. David (93) 的 一 个 基本 思想 :考虑 
相应 所 有 满足 |A ||. < 3/2} Lipschitz 函数 的 算 子 的 集合 
ce 并 利用 “旭日 引 理 ? 通过 对 & 的 归纳 推理 证 明 算 子 TE 2 的 
连续 性 . 

David ÁJ WE HH HE R IERO T. Murai H HERBE ZX. 
Murai 考虑 算 子 T4 ,其 分 布 核 是 v.p. Eal, y) eB 


Ea(z,y) = > exp joe | 
这 个 算 子 具有 下 列 值得 注意 的 性 质 . 
车 4 是 一 个 实 常 数 并 且 Blr) = àr + Alx), i 
Ts = eTa, (6.2) 
# B= 一 A, N] Ts = 一 Ti, (6.3) 
| Tue dà 是 Cauchy WF (由 核 (z — y 一 iCAG) 一 
4(y))- 和 定义 )， (6.4) 
| Za ll Krexp(C || A’ || 0, C 为 某 一 常数 . (6.5) 


前 三 个 断言 是 显然 的 ,而 最 后 一 个 只 需 把 TER or, 


并 利用 IT s C i A’ || CBD ay ey. 

如 果 能 够 用 一 个 缓慢 增长 代替 (6. 5) 中 出 现 的 指数 增长 ， 
Cauchy 核 的 连续 性 (对 | A’ || -不 加 限制 时 ) 将 是 显然 的 . 这 个 
关于 4 的 缓慢 增长 将 由 (6. 4) 中 的 e 补偿 ,而 所 写 的 积分 按 算 子 
范 数 收敛 . 

为 估计 (Ts. A TO) 定理 得 

Tall Co 1 T4) | emo $C, + A’, (6.6) 
而 BMO 范 数 的 定义 是 


| 2 || samo = sup inf val [bCx) — Vidz. | 
7 vec Il]: 


(6. 6) RE — GSE 8 Eaz, y) | 和 [9/8xE 4x, y) | 的 明 
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显 的 佑 计 . 

我 们 要 证 明 当 A(z) BARR A 

Tal SCA + | A’ | 2°. (6.7) 

事实 上 ,只 需 对 I TAC) | swo 证 明 相 应 的 不 等 式 . 基本 想法 是 用 
Bi 表示 所 有 满足 0< A (zx) <S (3/2) HAF Ta 的 集合 ,并 用 对 À 
的 归纳 法 证 明 , 若 TeE ga’ WA ITa) | mo < CA + 
(3/255. KARA ru 的 可 能 性 由 用 于 A) 的 图 象 的 所 谓 
旭日 引 理 保 证 .注意 到 下 列 事实 是 适宜 的 :特殊 情形 0 委 A (z) < 
M 可 用 来 处 理 一 般 情形 一 M <A (z) 委 M. 为 确信 这 一 点 ,只 需 
对 B= Mz 十 A(z) 利用 (6.2); 这 时 有 0 三 B' (zx) 二 &M ,相应 Ts 
即 属 特殊 情形 . 

旭日 引 理 

下 面 的 叙述 摘自 L239 第 31 页 ,用 了 = Leb] 表示 一 个 实数 


区 间 ,而 用 A) 表示 一 个 在 1 上 递增 且 满 足 Lipschitz RAH RH 


数 ,于 是 在 7 上 有 OSA GSM. & m=O AW ,而 4 是 


一 个 满足 0 LA< m À “IE”. 
定义 Bi(x) 如 下 
Bir) = àr + sup (AG) — Àt). (6. 8) 
fe Dia, B(x) 一 Ac 是 对 所 有 x CT ME Ba) 一 
A(x) — Ar (HET I 上 Bi(z) > Ax) 的 最 小 增 函 数 . 
由 于 A(x) 是 Lipschitz 连续 的 ，Bi(z) HART. 事实 上 , 知 
arr SO, RNA 
sup (AG) — À) < sup (AG) — At) + (m — À) Cr! — x). 
由 此 推出 
B(x) — B,;(x) << M(x' — x). 
另外 还 有 
B,(z') — B,(x) > Alx! — x). 
于 是 可 用 下 列 性 质 定 义 Br(zr): 在 工 上 几乎 处 处 Br (x) SAT 
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E Blx) > Alx), 并且 BG) 是 具有 这 两 个 性 质 的 最 小 的 
Lipschitz 连续 函数 (甚至 是 具有 这 两 个 性 质 的 最 小 的 绝对 连续 也 
数 ). 

把 [a,5j 中 满足 Bir) = A(z) H r HAERA E, BEE La, 
站 中 的 余 集 记 作 R. 注意 到 a EE 这 一 点 是 重要 的 . M 0 可 能 不 属 
于 五 .这 表明 0 (车 它 不 是 空 的 ) 由 互 不 相交 的 区 间 ja at 《或许 
还 有 一 个 区 间 Ja’ ,5j 组 成 ). 

利用 这 些 记号 ,可 叙述 “旭日 引 理 ” 如 下 : 


引 理 6 在 8 的 每 个 连通 分 支 1 上 我 们 有 Ba) = Ar 十 cu， 


并 且 0 的 测度 (Ol 满足 Ol < EI. 


HUE A SRB. CS f(x) = Alr) — Ar i F(x) = B(x) 一 
Ac, 从 而 把 定理 的 证 明 归结 为 人 = 0 的 情形 . 于 是 F(x) = 
sup f (2). HE MEM. AMIE E HDI lal. KN 
F(a) = fa) 和 FB) = 了 (50). 由 于 (在 广 闵 的 意义 下 ) 是 递 
MH. RT FO) > Fla). BE PCG) = Flaw), 从而 得 到 F(x) 
在 Labh] 上 是 常数 , 而 这 正 是 必须 证 明 的 . 若 FC) = f(b) > 
fla) = Fla), AR « € jab, E fla) > fla). HER d, 
E Jasal ,使 fd.) = max f(x). 由 此 推出 Fld) = f(d,), MNT 


d, € ,这 就 违反 了 day bil 的 定义 . 

最 后 考虑 ja’ ,5b」 是 0 的 一 个 连通 分 支 的 情形 . 这 时 有 FO 
>f 和 F(a') = fa) HERE co Sc <b, FC) = fle). 
BA Fb) > Fla’) RA ad <e HE FFC) 二 了 了 (0). 这 与 人 2 的 定义 
矛盾. 从 而 有 FO) = Fla). 

为 了 估计 ILRES A(a) = B (a). 于 是 

A(b) — Ala) <B;(b) — Bila) 
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b 
=| B;'(x)dr = | Bi! (x)dzx + | B;'(r)dx 
a E {à 


MIE] + A\Q| = Mi) — (M — DIN. 

我 们 将 要 用 到 的 推论 涉及 到 当 xz 和 y 属于 同一 区 间 工时 核 
Eatzt,y) 的 性 状 . 用 旭日 引 理 提供 的 函数 Br 代替 A (我 们 将 看 到 
为 什么 这 种 代替 是 有 用 的 ). 把 BER B 以 简化 记号 . 由 于 

|B;(x) — ACx)| = B(x) — Alx) < Mdist (x, E), 
我 们 有 
LE tx, y) 一 Entx, y) | 
<M (xr — y) (distr, E) + dist(y,E)). | (6.9) 

为 估算 当 O0 < 4'(x) <M H} Calderon-Zygmund 算 子 了 ,的 

范 数 的 上 界 ,我 们 引进 下 列 估计 量 
o(À,1) = | [Extra 


iP it BE J. L. Journe 在 宣布 “7(1) 定理 ”的 一 篇 
短文 中 考虑 过 ， 

再 令 004) = sup D REA 

T(M) = sup{o(A),0< A’ (xr) <M}, (6. 10) 

我 们 要 证 明 下 列 两 个 引 理 . 


dx = | T(x) || oq. 


SIE 7 存在 一 个 常数 C, ,使 得 
ITa) |] amo Ko CA) + CU + |] A’ LS). (6.11) 


引 理 8 存在 一 个 常数 使 得 对 所 有 M0 


M) < AGAH M). (6.12) 


这 两 个 引 理 很 容易 给 出 估计 (6.7). 出 发 点 是 当 | A ,过 
1 时 算 子 Ti 的 连续 性 ., 直接 把 TO) 定理 应 用 于 我 们 兽 提 及 的 
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Calderon 交换 子 即 可 得 到 这 个 连续 性 . 

考虑 区 间 (3/2) <M <S (3/2)*11, 步 步 递 推 ,从 估计 (6. 12) 
可 得 (M) <C,0 + MY. 

尔后 队 引 理 7 推出 ITa | amo S C3 + | A’ |W). FH 
TA) 定理 即 得 结论 . 

于 是 所 鳃 下 的 就 是 证 明 这 两 个 引 理 . 

第 一 个 引 理 的 证 明 是 简单 的 ,并 建立 在 估计 EC, y) S 1x 
一 yl: 和 |a/arE4(Czy)[ 委 人 十 MD)Gz 一 3 的 基础 上 .我 们 期 
望 证 明 对 所 有 区 间 了 C 尺 , 对 某 一 常数 7 有 

LIT: — Y;ldr Lo(A,D + CA + M). (6.13) 

为 此 目的 , FPR Ju 十 "十 凤 , 其 中 了 是 工 的 指示 
函数 ,x 和 疼 是 与 了 毗邻 的 长 度 为 | 的 两 个 区 间 J 了 和 J 的 指示 
函数 ,而 匀 是 37 的 余 集 的 指示 函数 . 

我 人 有 [||z 一 yl-'dzdy = qdog2)17| ,对 J 有 同样 的 结 


果 .于 是 有 | 1TaCedzl < (dog2)171. 对 | ITC) ldx 有 同 祥 的 
结果 . 最 后 核 关 于 z 的 正则 性 允许 对 所 有 x € 了 (其 中 心 是 xo) fi 
计 | Easy) — Ea Cosy) Ld. 

现在 过 渡 到 引 理 8 的 证 明 . 这 个 引 理 正 是 David 和 Murai 方 
法 的 关键 

先 作 如 下 注释 : 知 在 7 上 B(x) = AG) + pr ta, pEekR,gE 
RÆ I EBO = A(x) WA oB, ID = o(A,1). 

我 们 打算 在 区 间 7 上 用 BG) 代替 4(z) ,希望 在 占 相当 份额 

的 部 分 上 AG) 一 B(x) ;我 们 要 求 E + l. 并 且 期 待 函数 


B(z) EBAK I LIRE <B a) <M. M B a 一季 代替 


B'(z), 便 把 M 换 成 2M/3 从 而 “ 减 小 了 斜率 ” 
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我 们 给 出 推演 的 细节 . 记 1 = ae) 并 区 分 m = 
AD AG) My ADAD CM 在 第 
种 情形 直接 对 4 = 二 M/3 AIEA SIE, TEEI |\Q| S 3/4iI|. 

在 第 二 种 情形 ,用 À(x) = Ma 一 A(x) 代替 A(x). RITE 


oAD = 0A, D, 0< FAX) <M a AO = Ata) > M M, 


这 就 归结 到 第 一 种 情形 . 对 AG A) 应 用 旭日 引 理 ,其 中 取 — 
M/3 ,得 到 一 个 函数 记 之 为 BRE BY 以 简化 记号 . 最 后 令 Bix) 


= B(x) — Mx/3, RITA & Bex) € [0,2M/3]. 由 增长 指标 函数 


r 的 定义 得 oB, D = 0 BD <| #7 TI. 
为 比较 (A.D 和 ol(B,7) ,我 们 先 写 下 后 面 要 证 基本 不 等 式 
oA,D <o(B,1) + Ques 1,) + CG 十 MD)17|. 


(6.14) 
其 中 工 是 把 旭日 引 理 (对 4 二 M/3) 应 用 到 À (或 AD 时 生成 的 开 
BOC] HIS X. 
一 且 (6.14) 得 证 , 即 可 得 到 结论 . 事实 上 ,由 o(4,1,) < 
o(A)|I| 和 SLI < 3/4|17| 推出 


ADS e| 2) ZI + ŽA I + CO + DIIN. 


(6.15) 
(6.15) 两 端 除 以 17|， 并 在 左 端 关 于 所 有 区 间 取 上 确 界 得 
OCA) LT am )+ + (A) + CQ + M). (6.16) 


由 于 所 有 算 子 Tai Calderon-Zygmund 算 子 ,我 们 知道 c(4) 是 
有 限 的 . 15 


a(A) <ar 5) + 4C + M). (6.17) 
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只 需 在 〈6. 17) 左 端 关 于 所 有 满足 OSA (x) EM 的 A 取 上 确 界 
即 得 C6. 12). 
还 剩 下 的 是 (6.14) 的 证 明 ， 我 们 已 知 
EaCx, y) = Ex, y) + R(x,y), (6.18) 
其 中 误差 项 R (x, y) 满足 
[IR(r,y) | Mr Oo y) (dist(r,E) + dist(y,E)). 
(6.19) 
我 们 还 知道 在 组 成 8 的 每 个 区 间 LEA Bl) = Ar + a QG = 
M/3), 并 且 帮 x 和 y 属于 同一 区 间 , 则 有 Es(x,y) = ea — 
y)! 
这 两 个 性 质 足 够 用 来 证 明 (6. 14). 事实 上 


c(A,1) =| || BaCerndy dx 
1 


<| | gsr way az 十 | [Ra sa» lax 


—0(B,1) + 7. 
为 估计 误差 项 7, 用 C 表示 不 属于 集 J Xx 工 的 并 集 的 点 对 (x,y) 
E 7 了 XI 了 的 集合 ; 即 xz My 不 属于 同一 区 间 L. 那么 


?< | IR(z,y)|drdy + >| |], Remar] an, 


é= 0 


ait [lnc € RG ARANA 


5, = | | Rady] adr 为 此 ,由 (6. 18) 得 


“he 

第 一 个 积分 取 值 =C4,7 ,而 第 二 个 由 我 们 开头 作 的 注释 得 
以 计算 . 它 等 于 | |f, 25 d 大 ll 这 是 由 于 Hilbert 变换 
在 LP CS) 上 是 西 变换 
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| 
idx. 


7. Calderon 和 Zygmund 旋转 法 


旋转 法 允许 对 作用 在 单个 实 变 量 函 数 上 的 Calderon- 
Zygmund 算 子 在 所 有 方向 取 平 均 (或 Bochner 积分 ), 以 便 构 造作 
MAL OR") 上 的 Calderon-Zygmund 算 子 . 

当今 这 一 方法 成 为 由 OR. Coifman 和 G. Weiss ( [77]) 系统 
发 展 的 变换 法 的 典型 . | 

举例 来 说 ，Calderon-Zygmund 利用 旋转 法 建立 Riesz 变换 R, 
(1S j<n) 在 空间 L OR) A<p<co) 上 的 连续 性 , 他 们 把 这 一 

结果 作为 对 Hilbert 变换 相应 结果 的 推论 . 

旋转 法 及 本 节 所 使 用 的 其 它 技术 基于 算 子 通过 其 核 的 刻画 . 
BY SA — TR Ka, y) 出 发 ,为 避免 奇异 积分 问题 ,首先 假设 它 属 
于 LECR x R. 借助 天 ,举例 来 说 , 当 了 属于 紧 支 连续 函数 的 向 
HA] EY AY 


Tf(x) = [Kw f(ay (7.1) 
定义 算 子 了 . 


定理 9 设 天 (z,y) 是 一 个 属于 LCR x R) 的 函数 ,而 算 
子 了 由 (7.1) 定义 . 

对 所 有 ze € AMA v E S"'(R" 的 单位 球面 ) 构造 作用 在 
单 实 变 量 函 数 上 且 核 为 

k(s,f:;29,5v) = ls — t| K (re + 5,29 + tuv) s ERLER 
WAF Too. 

设 bp 是 一 个 指数 PBF [1, 十 o], RHR AWE). 假定 
算 子 Ta EDR) 上 一 致 有 界 并 且 这 些 算 子 作用 在 LR 上 
范 数 不 超 过 1. 则 7 ELR) 上 有 界 并 且 了 的 范 数 不 超过 
CE 是 3 的 面积 ) | 
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对 JEE, S g= Tr). POE x 的 极 坐 标 得 
g(x) =| Kæ, y) f (dy 


=|. (| K(x tu) f (a + tu) |t |""'dt}do(wv) 


RO LOI 
其 中 | 
Lg. (x) = F Kx,x + tu) fx + to)|t| de. 
SWE le | van S USF live, AGE RE gl, 
< $o l fll. | 


由 于 v 固定 ,我 们 要 变换 坐标 轴 ,以 使 = (0,0,-,0,1).%E 
这 个 新 坐标 系 里 , 令 z= (2',S8),2' € RS ER. 于 是 


l/p 
ll g | LPR") 一 | Î ni |g (x + sv) j'dz'ds] . 
R xR 
利用 Fubini 定理 ， 这 就 导致 首先 计算 
f le + sv) |¢ds 
=f |f Kix! + sux! + Cs +t)u) f(x! + (s+ Dw) elidel “ds 
=f f K(x! + sv,z’ + to) f(a! + tv) jt — site| “ds 


<f \fCal + tv)|’dt 


(由 于 对 算 子 了 所作 的 假设 ). 这 就 允许 进而 对 xz’ € RT 积分 
并 结束 证 明 . 
怎样 应 用 旋转 法 呢 ? 
出 发 点 是 核 天 (zy),zERyER >y> 尖 xz 天 满 足 
| K(y,2) =— K(x,y), (7.2) 
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[K(a,y)]| SC| — y) [7 (7.3) 


|a/az,K(x,y)| <Cla— y 1A Sj<n). (7.4) 
那么 分 布 v.p.K(z,y) € SCR’ KR") 定义 一 个 S CR’) 一 
A(R) HAF TT. Rill Baie T ELR) 上 是 否 有 界 . 为 此 
作 核 
RCsst; xosu) = |s — t| K (ta + sv,To + tv), 
EK EAT EE BEA (7.3), C7. 4) 类 似 的 估计 , 并 
且 同 样 是 反对 称 的 . 
于 是 这 些 核定 义 算 子 Tos: SR) >F R). 
假定 存在 某 个 常数 C， 使 对 ro ERA vES ”一致 成 立 
Paw A lea SCI fll ee. (7.5) 


定理 10 FERIVEWIRKS FLATT LOR") 上 有 界 , 并 且 
IT| SC ,这 里 C' 仅 依赖 于 维 数 n 和 出 现在 (7. 3), (7. 4) 以 
及 (7. 5) 中 的 常数 . 


为 证 明定 理 ,考虑 被 截断 算 子 TT 和 Ti, ,, ,它们 由 被 截断 核 
DAAC 一 中 > 
定义 . 用 天 “和 帮 表 示 这 些 被 截断 核 , 而 从 KK 过渡 到 的 运算 跟从 
K 到 上 的 运算 相同 (“旋转 同 截断 交换 ”). 
由 定理 9， 对 每 个 >o, 


| T* <a sup sup | Te, Ul (7.6) 
而 由 第 7 章 的 Cotlar 定理 ， 存 在 常数 C， 使 对 所 有 €>0 有 
| Ti wf le SCIIS] 2 (7.7) 


给 合 (7.6) A1 (7.7) BN IT SC’. 而 核 的 反对 称 性 保证 了 若 

SM g ES R p, eF oR, TAg) 收敛 到 (Tf,g). 从 

而 由 一 致 估计 NT] SC 推出 THE) T € Z(L?,L?). 
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这 里 是 这 种 方法 的 一 个 值得 注意 的 应 用 ( 许 于 Calderon). 


定理 11 设 n 之 1 和 m 之 1 是 两 个 整数 ,A.R" > REF 
Lipschitz RÉ. 又 设 FR” 一 良 是 一 个 无 穷 可 微 的 奇 酒 数 , 则 反对 
称 核 
A(x) — ACy) 
[x — yl 


定义 一 个 在 LR) 上 有 界 的 算 子 . 


Kay) = F| | le = yi7 (7. 8) 


为 证 明定 理 , 我 们 利用 旋转 法 把 问题 归结 为 = 1 的 情形 . 再 
Ba AFF Baw, | l 


jz — y| lz—y] 
A(x) — A(y) 1 
F ae zy 最 后 利用 A 一 A| < 委 MIz 一 


y| ,可 在 R” WR lel 二 MM 上 用 关于 每 个 变量 4M 周期 的 无 穷 可 
微 画 数 代替 F ,把 这 个 函数 展开 成 Fourier 级 数 , 当 |u| <M 时 ， 


F(u) = 22(Bexp Gok ‘4) ,6 = sae 

其 中 a(k) 是 速 降 的 . 因而 核 H OS EO?) EE 可 表示 为 
DWG Ey) ER Gay) = expl idk + A) A) 
Foy 由 Gaw) 定义 的 算 子 G 的 范 数 不 超 于 CA 十 
Ökl 1 A’ | ,从 而 级 数 > OGAE SCL? L?) 中 收敛 . 

今 用 分 别 来 自 势 论 和 复 分 析 的 两 个 例子 诠释 定理 11. 第 一 个 
例子 在 第 15 章 还 要 更 细致 地 讨论 ， 

ARR 是 一 个 Lipschitz BAS CRE A 的 图 象 ,而 
do 是 S 的 面积 测度 . 从 一 个 电荷 密度 g € L'CS,do) 出 发 ,并 把 由 
这 个 电荷 密度 产生 的 位 势 记 作 V(r7) ,x € RR" .假定 人 2 我 们 
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V (x) = ca] [x — y| gly)doly). 
现在 考虑 由 位 势 了 产生 的 电场 . 不 计 规 范 化 常数 ,我 们 有 
E= — GradV. 
用 工 表 示 何 量 (0,…,0,1) € Re. 在 静电 学 里 ,熟知 当 穿 过 
曲面 S 时 ECr) 产生 间断 .对 x ES 定义 
E, (x) = limE (xr tei) 和 E_ (x) = limE (x — el). 
(7. 10) 
在 第 15 章 将 证 对 几乎 所 有 的 x € S, 这 两 个 极限 存在 . 事实 上 ,这 
些 极 限 的 存在 性 由 第 7 章 证 明 的 奇异 积分 算 子 几乎 处 处 有 定义 
的 结果 推出 . 最 后 电场 的 间 崭 性 对 几乎 所 有 x € s Hh 
È, (x) — E_(r) = 7,g(x)0 (x) (7.11) 
Se, 其 中 v(x) 是 曲面 5 的 指向 上 方 的 单位 法 向 量 (1.z > 
QO). 
今 有 下 列 结果 . 


定理 12 i | VAL.<M<oo JUN ARe ee Lis, 
da) 有 
-+ 1/2 r 1/2 
(| | E; (x) ldo(x) < CM n)| | Ig(x)l?do(x)| , 
J JS 


(7.12) 
HR COM on) 只 依赖 于 M 和 维 数 n. 


为 证 明 这 个 结果 必须 利用 一 个 演算 由 gx) 表示 E, (x). 这 
个 演算 正 是 Calderon-Zygmund 算 子 的 演算 . 我 们 有 
E, (x) = 7,8 (0) 
+ v. p. ‘| — y) lx — yl "ig(y)do(y) ,7.13) 
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当然 问题 正 是 出 在 (7.13) 的 第 二 项 . 为 研究 第 二 项 , 利用 .由 zx 
= (u,Alu)) u E RR', 给 出 的 参数 表示 . 向 量 核 (x 一 y) [x 一 
3| 限制 在 LS) FARA 
u VU 
(lu — ul? + (Alu) — Av)? At??? 


2 AG) HAM) 
Clu T v|? + (Alu) 一 Al(vyy2 erp? 9 


EEE LR) 上 . 

这 后 一 算 子 的 连续 性 从 定理 11 得 到 . 对 几乎 所 有 的 zx ES, 
(7.10) 中 两 个 极限 的 存在 性 将 在 第 15 章 建 立 . 

E. Stein 和 G. Weiss 发 现 了 怎样 把 上 半 平 面 的 全 纯 蚂 数 的 
Hardy 空间 推广 到 R X jo ,ce[L. 这 需要 用 一 个 调和 也 数 的 梯度 代 
eS 2 SE BB AI SC PAIE Re. 

那么 等 式 〈7.11) 就 好 像 是 Plejmej 公式 的 推广 ,我 们 回忆 与 
此 有 关 的 问题 . 

用 厂 表 示 复 平面 上 一 条 无 重点 的 可 求 长 曲线 , 它 以 弧 长 * 作 
为 参数 ,s Hi [ |] — ©, + of. 假定 lim |z(s) | 一 十 œ H 
Jim 1265) 一 十 ce. 最 后 以 OA 人 2 表示 以 本 分 界 的 C 的 两 个 区 
域 . 我 们 把 HO) 和 HO) 定义 为 在 无 穷 远 为 零 且 极点 分 别 属 


于 OM 0 的 有 理 分 式 FS 在 (Tds) 中 的 闭 包 ， 


问题 是 要 知道 是 否 有 
L'(T';ds) = H(A) + HA), (7.14) 
其 中 的 和 是 直 和 (但 一 般 不 是 正 交 和 ). 
在 第 12 章 将 系统 地 研究 这 一 问题 . 现在 就 指出 〈7. 14) 与 由 
Cauchy 核 通 过 
1 1 


Thi) = vb. rz = wW 
定义 了 LP ds) 上 的 一 个 有 界 算 子 这 一 事实 的 等 价 性 . 
利用 由 弧 长 给 出 的 参数 表示 ,问题 便 归 结 为 (z(s) 一 24)) 
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f(w)duw 


是 否定 义 LR) 上 的 一 个 有 界 算 子 . 

一 条 可 求 长 曲线 厂 是 一 条 Lavrentiev 曲线 ,如 果 存 在 一 个 常 
数 O> 0, 使 对 所 有 ss 和 tt 有 |z(s) — z(t)| 宇 61s 一 |. 

我 们 有 


定理 13 对 所 有 Lavrentiev 曲线 l',Cauchy 核定 义 LT; 
ds) 上 的 一 个 有 界 算 子 , 并 且 这 个 算 子 是 一 个 Calderon-Zygmund 
算 子 . 
为 证 明定 理 , 以 下 表示 R 中 一 个 无 穷 可 微 的 奇 函 数 , 它 当 9 
< |z| <1 A 1/z 重合 .于 是 可 写 出 
1 _ F| z(s) — z(t) 


z(s) — z(t) s—t 


然后 只 需 利用 定理 11. 


1 


’ 
s—t 
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第 10 章 ”相应 于 奇异 积分 的 算 子 在 Holder 
或 Sobolev 空间 上 的 连续 性 


La À 


分 数 次 积分 算 子 由 核 la 一 yl" 定义 ,这 里 0 二 4 二, 这 个 
核 在 分 布 意义 下 的 Fourier 变换 是 c(n, A). 核 及 其 Fourier 变换 同 
时 是 局 部 可 积 的 ,并 且 容 易 证 明 对 所 有 s > 0, 同 e| "THERE 
一 个 从 CE) C 的 连续 算 子 . 

这 里 所 用 的 空间 CRE FPR Holder 空间 ,再 次 回顾 一 焉 它 的 是 
x. 
若 0 二: 二 1, 当 J 了 以 指数 ;Holder 连续 时 , BUY 
FOD — FI <Cly— x 
时 , 就 说 JET C 忆 . 于 是 了 以 常数 为 模 是 一 个 连续 函数 . As = 1, 
应 该 用 Zygmund 类 A, 代替 通 常 的 空间 C!,4. 是 以 仿 射 函数 为 模 
的 对 所 有 x € RRA y € KWE 
[fx + y) + fx — y) — 2f(x)| SCi] 
的 连续 函数 的 空间 . 

最 后 若 s 宇 1, 令 ;二 mm 十 r+,f EC 表示 SRR Sm GEFs 
=m+1,<m4+1) 的 多 项 式 是 C" 类 的 一 个 函数 且 其 所 有 导数 
Ffa] = m) RF C. 

开头 提 及 的 关于 分 数 次 积分 的 定理 可 推广 到 卷 积 算 子 以 外 的 
算 子 .考虑 由 0 天 4 二 7 到 1 联系 的 两 个 指数 4 和 YET 
数 K(x,y) 对 所 有 和 > 满足 不 等 式 Kay] S Clr — 
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a 


yl FEY x 一 z| 之 Iz 一 y| 时 


[天 (zy) 一 天 (3 S Cla r [lr y, QD 

(Res > OFA s 十 4 二 7Y, 那 么 由 核 Kr, y) 定义 的 算 子 工 
可 扩张 为 空间 入 上 的 一 个 连续 线性 算 子 , 当 且 仅 当 了 (1) = 0 ( 模 
常数 ). 这 个 断言 可 一 步 步 重 复 关 于 分 数 次 积分 算 子 的 论证 来 证 
BH. 在 后 一 种 情形 ,条 件 了 (1) = 0 目 动 满足 ,这 是 因为 了 是 一 个 
卷 积 算 子 .读者 可 参考 [217] 或 L239]. 

本章 的 目标 则 更 进一步 ,要 在 前 述 结论 中 以 0 代替 A. 这 时 对 
固定 的 2 Ka WRF y 不 再 是 可 积 的 . 我 们 按照 第 7 章 的 观 
SMTA Se OCR") 和 所 有 不 属于 了 的 支 集 的 zx 有 

Thx) = [Kay Ody, 
WU — TS EER PERF TDR) 一 P R) 是 相应 于 天 的 
(而 不 是 由 天 定义 的 ). 

当 假 定 对 4 = 0 满足 上 述 假设 (1.1) 时 ,有 必要 引进 在 某 种 
意义 下 补偿 积分 [KS Cody 的 缺陷 的 最 后 一 个 假设 . 这 个 
假设 是 在 LCR") CBE, MF T.C > CC 的 连续 性 这 一 假设 
是 必要 的 .这 时 对 0 <s < YT: C 一 C' 的 连续 性 等 价 于 TO) = 
0( 模 常数 函数 ). 若 应 用 小 波 ,这 个 结果 的 证 明 是 相当 简单 的 . 然后 
我 们 将 沿用 P.G. Lamarié 的 方法 (L164)), “FT” WE T 在 齐 次 
Sobolev 空间 B: 上 的 连续 性 . 

最 后 我 们 将 考查 通常 Holder 或 Sobolev 空间 这 类 更 精细 的 


2. 定理 的 表述 
我 们 先 回忆 齐 次 Sobolev 空间 的 定义 . 设 AR BS oH 


为 零 的 函数 SE SOR") 的 子 空间 . 
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对 所 有 s € RAP POR) 以 由 
(f,g), = am, FE) EE [Fl *dé 
定义 的 准 Hilbert 结构 . 把 相应 的 Hilbert 空间 记 为 B. 我 们 打算 
把 否 描述 为 一 个 函数 空间 .* = 0 这 种 情形 是 平淡 的 ,这 时 B = 
LR’). 
n n n 1 ] 

BERE- <s< NTE. Æ 0<s< oS — 77 
二 定义 指数 9, 根 据 Sobolev 嵌入 定理 (在 齐 次 情形 ) 我 们 知道 B 
ERRA LCR"). ,因而 BE TR ZT. 

À 一 本 <<5< 0,B°(R") 是 一 个 缓 增 分布 空 间 ， 并 且 若 - 二 一 
Ł 一方, 则 有 PR CC ER). 可 以 证 明 (RY 在 BR) 
中 稠密 . 

À SS 与 ,不 再 有 包含 关系 YR’) C BCR"), HMR 
YR) CB RORE FRO 是 由 2 R 的 各 阶 矩 为 零 的 函 
数组 成 的 SOR") 的 子 空间 . 

4 s<- F 时 包含 关系 LR") CERO 也 不 复 成 立 ,而 应 


代 以 HRY) CBR) ,这 里 六 一半 一 一 六 .读者 会 在 [75] 或 
[217] 中 找到 Stein 和 Weiss 的 H?(R") 空间 的 定义 和 主要 性 质 . 
车 s=, ZE BA 请 在 经 典 的 意义 下 是 互相 对 偶 的 ,这 是 
因为 
[Fogad = (ony-"/ FEE EEE SE, 
”并 和 且 用 Cauchy-Schwarz ÉCRIRE UHR 
AM s > 7 2 时 空间 PEREK t< > 时 尼 的 性 质 的 
XTS. 
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CA7 


包含 关系 H'(R") cB 转换 成 BC BMO, Fj BMO 一 样 ， 
?是 一 个 函数 空间 ( 模 常 数 ). 

P s= Z 十 7,y > 0, 局 在 古典 意义 下 含 于 齐 次 HGlder 空间 
CRAC 一 样 , 记 是 一 个 连续 函数 空间 ( 模 阶 数 三 7 的 多 项 式 ). 

空间 B 的 齐 次 性 表明 , 若 ga) = ax + b,a > 0,6€R", 
Ufa) = aef =") UD Ne = a SU. 

车 0<s<1, WANA Fourier 变换 定义 户 的 范 数 ,对 所 有 f € 
F(R") 有 21 

cm fle = | [Cd — FO Plz — yl dedy 


Bs=1,1f || a= | Gradf ,而 所 有 其 它 的 B' 范 数 都 可 借助 这 
两 个 等 式 来 计算 . 

以 一 个 连续 线性 算 子 T: DCR") 一 D'R) 作为 出 发 点 . 设 0 
< 7yY 委 1, 若 了 的 分 布 核 限 制 在 R x 及 "的 开 和 集 y 关 xz 上 时 变 为 一 
个 函数 Ky), CWE 

天 (zy | SCir— y|”, (2. 1) 

当 Ja! — xl < Ele yl IR G y) — Kay) < Cle 一 
z| lz — yl”, | (2. 2) 
Wid TE Z. 

E Y>1,4 Y=m+r. 0<r 委 1,(2.2) 要 换 成 下 面 两 个 条 
件 : 
当 [al <m R| EKC y| Cle ya, (2.3) | 


V2 


4 al =m H |x! — 2| K$ lz— yl 时 ,1K(z',y) 一 ZK (a, 


DISCI — afe — yT. (2. 4) 
4 TE SW lel Sm, eM T (x). H Kr) 表示 在 0 
等 于 1 的 ZR) 的 一 个 函数 ,并 令 A(z) = per). 
BAG |a| 三 mx, 则 存在 一 个 不 高 于 |a| 阶 的 “浮动 ”多 项 式 
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Pier) AER Tr) 一 Pix) = Sy 在 分 布 意义 下 收敛 于 一 个 
分 布 S。E S' RO EWY Tr). 

A Wiig KRSM, AREAS 9 € 2R), FAM jaj <m 
有 [Ep = 0, 则 (Tag) p) 趋向 于 一 个 极限 . 把 这 个 积分 写 
RER (re, TP) ,注意 到 在 无 穷 远 T(J) = Oz"), HA 
Lebesgue 控制 收敛 定理 即 得 结论 . 


定理 1 假定 TE L.0<s<7 3-H o BA s 的 整数 部 分 . 
则 当 且 仅 当 工 在 David 和 Journé 定理 意义 下 在 LCR") 上 弱 连 续 
并 且 对 ja] <o,TC2*) = 0 CRB So MAMA). 可 扩张 
HR Holder 空间 C 上 的 一 个 连续 线性 算 子 . 

这 些 条 件 蕴 涵 : 当 0 二 ;二 7Y 时 ,TT 可 扩张 为 在 所 有 齐 次 Besov 
空间 BOSP SKg So) 上 的 连续 线性 算 子 . 


在 证 明 这 个 结果 之 前 , 先 考察 几 个 例子 . 
3. 例 + 


用 齐 次 Holder 空间 心 代替 通常 空间 C = CN L” 似 乎 令 人 
不 快 . 

这 样 作 的 理由 在 于 Hilbert 变换 (在 一 维 ) Bt Riesz 变换 (在 n 
维 ) 在 C" 上 不 是 有 界 的 ,而 在 C 上 却 是 有 界 的 . 

事实 上 , 当 0 二 :二 1 时 ,了 在 C' 中 的 范 数 是 


+ sup HQE, 
由 此 得 车 E DR, W 
lim AND le = VF Iw. 
于 是 一 个 同 展 缩 可 交换 的 算 子 在 CEREREA TE L~ 上 的 连 
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续 性 . 然而 无 论 是 Hilbert A ht, Mt Riesz 变换 ， 在 了 ”上 都 不 
SE. 

问题 来 自 这 些 算 子 的 核 K(x,y) 当 ly — xl 趋向 于 无 穷 时 的 
性 状 . 在 行将 考虑 的 第 二 组 例子 中 所 说 的 问题 不 复 存 在 . 

考虑 象征 olr, é) € SCR’ X RY, RIEC YM E 

| HAo(xr,€)| SCE, BG + JEDET, (3.1) 
可 直接 验证 相应 的 核 K GC, yä jz 一 y| 委 1 时 满足 
[80% 开 (3 S Cla, D |x — y TITI, (3.2) 
而 当 |r — y| Sint Sa N > 1,4 € N, E 时 满足 
[HAK (x, y)| <CCa,P,N) |x — yl *. (3.3) 

为 应 用 定理 1， 只 需 保 证 了 (2) =0 ( 模 阶 So 的 多 项 式 ). 

这 一 事实 在 下 列 条 件 下 显然 成 立 ， 即 

HO (x, Ê) | exo = P(x), 
这 里 P.(z) 是 一 个 不 高 于 c 阶 的 多 项 式 . 为 归结 到 这 一 特殊 情形 ， 
Reo o Cr, OK olr, OBE) + olr OG) ,这 里 在 0 点 邻 域 
Aa) = 0,11 p E DOR). x SRR 0x, D) =T, +T, 
子 To 无 穷 正 则 ,而 对 7 可 用 定理 1. 

由 于 (3.1), 可 从 齐 次 空间 过 渡 到 非 齐 次 空间 ,并 验证 TOC 
CjpSi. 在 所 有 非 齐 次 Besov 空间 Bz*?* 上 是 连续 的 ,其 中 二 0,1 委 
PI, 00. | 

上 面 讨论 的 算 子 显然 在 LR) 上 不 是 有 界 的 . 

下 面 的 例子 属于 Calderon. if <: 及 一 已 是 一 个 Lipschitz pK 


数 : al |. = M < cc. 考虑 分 布 核 K(x,y) = v. p. END 
和 由 这 个 核定 义 的 算 子 TAR) > D'R. 那么 了 在 LOR) 上 
连续 (Calderon ,1965) 但 在 Sobolev 空间 H*(s > 0) 上 及 其 齐 次 恋 
种 B ERER. T 在 C' 上 也 不 连续 . 
反之 分 布 核 
K, (x, y) =v, P. alr) — aly) — (x — ya (y) — (z= ya’ 62 
(x — y) 
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_ 9 a(x) — aly) 
dy Ty 
引导 出 一 个 较 好 的 算 子 , HEETE Sobolev 空间 H Os 
1) 上 和 齐 次 Holder 空间 C(O<s<1) EAR. 
TAT ZIMA TO) 一 0. 
下 面 的 例子 是 类 似 的 . 这 次 假定 ole) 取 实 值 但 仍 是 
Lipschitz 连续 的 . 考虑 复 平 面 上 由 e(r) = x + ial) 定义 的 曲线 


THE ax) 的 图 象 . 然后 构成 Cauchy $% v.p. Wey ay it 
把 它 与 v.p. TG 


TÉL 进行 比较 . 用 TT 和 ,表示 相应 的 算 

Ff. 这 里 也 是 TPR MEET 好 . 两 者 都 在 LR) LAR, 

但 此 外 ,TC(1) = 0( 模 常数 ) 并 且 算 子 T E Sobolev 空间 H'O < 
s<1) ELAM Holder 空间 CO 二; 二 1) 上 连续 ， 

由 一 个 开 集 的 Lipschitz 边界 上 的 双 层 位 势 定 义 的 算 子 提供 

RD IF. 

“” 设 DC Rm 是 一 个 连通 有 界 开 集 ,其 边界 局 部 地 是 一 个 
Lipschitz 连续 函数 的 图 象 , 把 由 双 层 位 势 定 义 的 (aD) 一 
L?(aD) 的 算 子 记 成 K. 

利用 局 部 坐标 ,3D 由 一 个 图 象 = alr) 表示 ,这 里 + ER’, 
而 aR" > R Æ Lipschitz 连续 的 , 那么 算 子 天 的 分 布 核 由 


1 alr} — aly) — (x — y) — Valy) 
w, [|x — yl? + (a(x) — aly) 17072 


给 定 (wo 是 单位 球面 S CR" 的 表面 积 ). 

众所周知 ,大 aR" 一 及 仅仅 Lipschitz 连续 , 算 子 K 不 是 紧 
的 ,而 Fabes, Jodeit 和 Riviere ([104]) 业已 证 明 当 alr) Æ C% 
的 一 个 函数 时 KK 的 紧 性 . 

AT K fe AOR") (O<s<1) EMPR Holder 空间 C:(0 < 
S<1) 上 是 连续 的 .反之 若 把 表达 式 中 的 分 子 换 成 简单 些 的 alr) 
一 aly) SERA RE. 
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K(xz,y) = v. p. — 


现在 给 出 定理 1 的 诠释 或 应 用 的 最 后 一 例 . 用 4 表示 由 alr) 
作 的 逐 点 乘法 算 子 ,这 里 a 属于 非 齐 次 Holder 空间 C’,s > 0, 用 
T 表示 一 个 一 阶 古典 伪 微 分 算 子 ,其 象征 rx.) 属于 Hôrmander 
类 Sio. 
”用 4 表示 由 az) 作 的 逐 点 乘法 算 子 ,这 里 a 二 了 (a). Bie 
# a lat Cu. 


大 们 注意 到 《〈 并 证 明了 ) 下 列 奇异 现象 :交换 子 (T,A] 4 0 


<<r<s 一 1 时 连续 地 把 CEA C, M4 r > s 一 1 时 ,同一 交换 
子 把 CARE C 一 ! 而 不 能 更 好 ， 

反之 (T,AJ—~A=R%40<ord<s 时 连续 地 把 CAE C" ,而 
4r>shf,R CRC. 

但 在 这 种 情形 ,R 不 是 紧 的 或 正则 化 的 . 从 交换 子 [了 ,4] 减 
去 的 校正 子 À 不 是 伪 微 分 法 中 要 求 的 校正 子 . 

今 举例 予以 说 明 . 取 ce.) = VI 十 Te 或 了 = (一 
A), M a(x) = e*",a€ R',HZ [T,A] 由 象征 (a + jE + 
af?) — (2 + ÉD} 定义， 其 经 典 处 理 基 于 渐 近 展开 


£ E \? ia 
(a TET + el + lé = La “TEn |+ ie 。 
这 表明 通常 伪 微 分 法 要 求 的 校正 子 由 象征 “ pee EN HAM 


算 子 不 是 AME AS TGR, 这 里 RE Riese 变换 (其 象征 是 


E/\El) ,而 À 仍 是 由 alr) 作 的 逐 点 乘法 算 子 . 

刚 介 绍 的 例子 还 可 解释 如 下 , 即 注 意 到 车 上 是 一 个 借助 属于 
LOR X RO 的 象征 定义 的 一 个 算 子 , 并 且 工 的 核 满足 (2. D 和 
(2.2), 那么 二 EFM Holder 空间 C'(0 <s <1) EEZ TE E 
LO) = 二 0( 模 常数 函数 ) PRUE, BY A(x,0) 一 cyc 是 一 个 不 依赖 于 > 
的 常数 . 

对 于 一 个 尚 不 满足 这 个 条 件 的 算 子 要 作 的 校正 是 从 它 减 去 由 
ACx,0) (FADE R RES TL. 而 通常 伪 微 分 法 要 求 在 无 穷 远 而 非 原 
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点 展开 象征 . 
4.7 在 齐 次 Holder 空间 上 的 连续 性 


HERE TE SAM jel So, T) 一 0 那么 了 在 齐 次 
Hoder 空间 C' 上 连续 ,o 是 ; 二? 的 整数 部 分 . 

设 f EC, 为 验证 TS) 属于 同一 空间 , RUE TOS). 
gid | LCL 29, eH AOAC A 组 成 一 个 充分 正则 的 小 波 的 标 
准 正 交 基 . RGA CT) oD = FTO) ,而 2 =T 具有 
下 列 三 个 性 质 ， 

(a)g&; 是 空间 C3 的 一 个 连续 线性 型 ,Co 是 类 C 的 紧 文 函数 的 
子 空间 . 

(b) 在 无 穷 远 有 g(r) = O(x| ， 

O 当 lal <o 时 ,所 有 年 |zgxtz)dz BE. 
我 们 知道 这 时 LE NTI Heder 空间 C 上 的 一 个 连续 线性 型 (第 
6 章 定理 6). | 

我 们 刚 看 到 TN.) 有 意义 .正好 有 估计 | TO), DD < 
C2-”%2+5 ,这 一 事实 来 自 对 了 所 作 的 假设 在 仿 射 群 作用 下 的 不 变 

我 们 不 再 坚持 计算 下 去 ,因为 往 下 要 写 的 细节 已 出 现在 一 个 
小 波 基 中 Calderon-Zygmund 算 子 矩 阵 元 素 的 估计 中 (第 8 章 第 3 
节 ). 

为 证 定理 1, 还 需 建 立 条 件 : 当 la| So T) =0 UART 
的 弱 连 续 性 对 于 T E C 上 连续 的 必要 性 . 

形式 地 看 来 ,不 超过 o 阶 的 多 项 式 在 商 空间 C 内 等 价 于 0, 因 
mae 7 扩张 为 一 个 C 上 的 连续 算 子 ,对 lel < 0 HWA Ta) 一 0 
( 模 不 超过 o 阶 的 多 项 式 )。 

推理 的 简单 性 是 由 于 假定 了 了 已 经 扩张 到 C 内 . 如 果 不 是 
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这 样 , 即 了 仅仅 定义 在 DPR") 上 , 取 值 在 DOR) 内 ,我 们 如 下 
推理 . 注意 到 DCR) ECAA, NE CHE THT CC, 
Bi 一 一 即 把 CEE Besov 空间 BT 的 对 偶 所 定义 的 拓扑 . 对 
la| Ss WE |z'y(r)dz = 0 MRR YE S R 构成 B H— 
个 稠密 子 集 , 从 而 容易 证 明 当 赋予 OU CURA EH 1 的 条 件 
PS EU, TDR") > D'OR) 连续 ,于 是 了 可 扩张 到 整个 CR 
归结 到 了 T 已 在 C' 上 定义 了 的 情形 . 

我 们 来 证 明 L: 上 的 弱 连 续 性 同样 是 必要 的 . 事实 上 , 设 B 是 
RR" 的 中 心 为 ze 半径 为 尺 >0 的 任意 一 个 球 , 又 设 是 C: 类 的 按 B 
规范 化 的 且 支 集 含 于 B 的 函数 . 我 们 知道 这 时 f= Te) 属于 齐 
次 空间 C'. 由 于 了 上 先 验 地 仅 是 模 不 超过 o 阶 的 多 项 式 定 义 的 ,这 
还 不 足以 在 B 上 一 致 地 估计 f. 所 以 还 要 阐明 “浮动 多 项 式 ” 即 得 
到 f 的 一 个 具体 实现 .为 此 用 z € 有 良 " 表 示 满 足 [ui 一 r| = 2R 
的 点 ,并 明确 计算 le] <o 时 各 个 导数 F(z). 然后 利用 齐 次 空 
E C 的 函数 的 实现 公式 (第 6 章 第 4 节 ) 写 出 具体 细节 没有 困 
难 , 留 给 读者 . 


5. 算 子 TEL, EFK 
Sobolev 空间 上 的 连续 性 


我 们 首先 假设 0 < 二 :二 7 过 1 并 给 出 连续 性 的 两 个 证 明 . 
第 一 个 证 明 利用 了 在 齐 次 Holder 空间 上 的 连续 性 的 一 个 较 
HEA. 这 一 形式 由 下 列 引 理 描述 . 


引 理 1 KT:ZCR) > PR) 是 一 个 属于 SY ,并 满足 定 

理 1 的 假设 的 算 子 . ILE u 是 C' 类 的 一 个 支 集 含 于 单位 球 的 函 
数 , 对 x E R> 0,9 uen) = u| 2 = z] , 则 有 

Tune S Clll. (5.1) 
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事实 上 , 我 们 知道 xz 在 齐 次 空间 C 中 的 范 数 等 于 lele. 
由 于 了 在 C 上 有 界 , 我 们 可 用 Ce :控制 Ten nF C 中 的 范 数 . 再 
用 zx 表示 及 "内 一 个 满足 |zi 一 zi = 2z 的 点 ,可 依次 地 利用 了 的 
核 的 大 小 估计 Tea (oe) ,以 及 利用 性 范 数 的 定义 对 满足 la 一 
yl S40 y hit Tea). 

RAK S| BY TEE T # B LEE. FE DR") 
是 当 [ul <2 (w 是 自 变量 ) 时 等 于 1 的 辐射 函数 ,并 令 1 = Fu) 
+ Btu). 

GS RT OR) ,.izg=TNWA 

go) — gx) = gilasy) + gro) + gro y) + gx y), 
其 中 由 于 7 A) =0, À y 关 zx WA 


g(x,9) = {KGyu) — K(x,a) (Fw) 一 fx) du, 


8x9) 一 一 [Ker Fw) — Fe] ee | aw, 


(x+y) = [KG sw — FETE 
以 及 


[y — x| 


g(r, y) = SFM 一 f(2))|K Owl = du. 


对 所 有 这 些 项 只 需 粗 糙 地 进行 估计 ， 而 不 必 再 求助 于 “ 核 的 
抵消 ”， 这 种 抵消 在 引 理 的 论证 中 已 充分 地 利用 过 了 . 
举例 来 说 ， 取 一 个 满足 yw 之 7 的 指数 à, WA 


Jaze» <C| jz — y|’ 
{lu—x|2>21y- xl 
X lu — xl" 71 fu) — f(x) |du 
=C]z — »l| Ju 一 z |702- 
{lu—x|>2ly-zxl} 


X lu — zl 2 "| faa) — f(x) |du. 
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Cauchy-Schwarz 不 等 式 则 给 出 
Lei Grey) <C ly 一 rl" 
x Ju — z|] fu) — f(x) l'du. 

在 积分 Île Cry) (?la— yl" *drdy 的 计算 中 , 先 对 > 积 

分 ,再 对 w 和 x 积分 , 即 得 
ceo — FG) le — zl aude = CNP). 
gz 的 情形 类 似 、 此 时 车 假定 的 支 集 含 于 lul<i0, WA 
ler) SA jz — u|" f) — fC) jdu. 


—x|<10|y— z] 
选 一 个 满足 0 二 o < 二 8 的 指数 B, 写 出 le — ul" = |r — 
u| Tt x — u|", 利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ,再 仿 衣 以 结 
束 计算 . 
对 gs 有 


lg ær SC] ly — u|" |f) — fly) idu, 


la—yl< ]z— yl 


只 需 在 g: Cr y) 的 处 理 当 中 交换 x 和 y 的 地 位 便 得 相应 估计 . 
最 后 由 引 理 得 


(lx—z[22ly—er]} 


ga top) SCIO — f(x) |. 
由 
{Mec -ecopPlz 一 yazayj 
的 估计 值 
c| firo — f(x) |r 一 y|" ”dzdy] É 
即 得 T 在 BERERE. | 
为 处 理 情 形 1<5<7, RIT RAR TUE, EXT 0 二 ;一 
7 之 1 的 情形 也 适用 .用 OAC ARRBACG>Y) 正则 性 的 
紧 支 小 波 的 标准 正 交 基 . 我 们 打算 估计 和 矩阵 元 素 rA, AX) = 
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TC p 的 模 , 令 4 二 27/k + 27 e,e © E,X 一 2-78 十 
A cEjez, j EZRE Zik € 2"; E EX (0,… ,0) 
HJ (0,1}". 

EJ >j [tA A) | 的 估计 跟 证 明 TO) 定理 时 建立 的 信 计 
一 致 ,我 们 有 


|T(À,2!) | < C27 PF Party 


gi re, 
(5. 2) 
GIS j, 我 们 利用 函数 ga = T) 的 正则 性 和 oH SRE 
远 的 下 降 性 . 若 0 二 :过 7, 则 gy€C, 若 |a| 二 7, 则 有 Fei) 
= O( |x|) ,容易 定量 地 明确 这 些 正则 性 和 下 降 性 . 
用 C27! 表 示 AW MRNA. IBA k27 — por] > 
2C2-7 时 ,对 


TAA) = [ve (xX) ga (rdr 


进行 分 部 积分 即 得 
Los 277 nd 
r (j— f'Dn/? 
PAA) | <C2 SS . (5. 3) 


À k2 — K2 | 2C RTA Nene) | 的 放大 值 和 在 的 
紧 支 集 上 进行 积分 这 一 事实 , 即 得 
Ir AAD) SCO HIP — j51)274% PE, (5. 4) 

作 了 这 些 准备 之 后 , 再 回 到 了 在 齐 次 Sobolev 空间 B EE 

续 性 问题 上 来 . 这 等 价 于 元 素 为 
TCA, A) = rN (AA) € AXA 

AJ RE RE r Æ l'A) 上 的 连续 性 . 而 这 又 是 由 于 当 且 仅 当 
D dla < oo 时, D aD hla) 属于 B. 


HOLLY <Y—-s,HO0<Y <s, AARRE LATARA 
My ,因而 LEECO FAR. 
定理 1 已 完全 证 明 . 
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我 们 刚 给 出 的 工 在 B = BOSSY) 上 的 连续 性 的 证 明 
可 推广 到 所 有 齐 次 Besov 空间 By. KR O<s <y ISPS 
i<q<o. 逐次 重复 第 8 章 定理 4 的 证 明 即 可 验证 这 一 事实 .。 
还 可 进一步 建立 了 EFK Sobolev 空间 Ar 上 的 连续 性 ,其 


RH 1<p<o,0<s<7. 


为 作 到 这 一 点 ,构造 一 个 由 AC) = 27 细 决定 的 同 构 A, 7" 
> LPOR*) ,并 且 回 想起 第 6 章 命题 1;4 是 〈 一 AD? 的 模拟 . 

由 于 当 0 二 7X Y — 5 HI, ERE = 属于 代数 -和 > RNA T = 
4 4 ,这 里 安 是 一 个 属于 Cp, 的 Calderon-Zygmund 算 子 ; 
E ELR) 上 有 界 , 从 而 对 于 0<s < ,7T 在 Se*7 LAR. 

在 下 节 我 们 将 看 到 , 若 要 求 K(x,y) 及 其 关于 z 的 导数 在 无 
穷 远 有 足够 快 的 下 降 性 , 当 0<<s*<> 和 1<p<ce 时 ,我 们 的 算 
F T 在 非 齐 次 Sobolev 空间 上 仍 是 有 界 的 . 

我 们 注意 到 PEED BREW (属于 P.G. Lamarie 
[164]) EET TO) 定理 的 一 个 新 证 明 . PLE ETELE 
连续 ,并 且 TA) = 0,T* (1) = 0, 则 当 0 二 ;过 7 时 ,T 及 其 伴随 
BET BEES. 由 于 当 在 分 布 意义 下 取 对 偶 时 ,应 的 对 偶 空 
EX B, T 在 记 上 的 连续 性 等 价 于 工 在 B ‘上 的 连续 性 . 由 于 
TE BLAME B-: 上 都 是 连续 的 ,通过 内 插 ,T 在 LCR") 上 连 
续 . 


6. 在 普通 Sobolev 空间 上 的 连续 性 


我 们 先 来 说 明定 理 1 所 描述 的 算 子 在 普通 Sobolev 空间 CE 
不 是 齐 次 的 ) 上 不 是 连续 的 . 

这 里 是 一 个 一 维 的 反例 . 取 一 个 函数 JE SR), IE PB 
假设 :% 的 Fourier 变换 少 是 实 的 和 偶 的 , 支 集 含 于 2/3< |] < 
4/3, 在 1 取 值 为 1. 

作 和 象征 
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o(x,E) = > ,exp( 一 22-i7)0(21)， 


并 把 相应 的 算 子 记 作 了 = 0(x, D). 

T 的 核 是 Kay) = > ,exp( 一 1271x)2 9 (2-7 (2 一 y))， 这 
个 核 显 然 满足 Calderon-Zygmund 估计 ,奇异 性 出 现在 无 穷 还 点 ， 

当 |&| > 1 时 象征 ox.) BS. FES olx, D) 在 ARG 
> 0) 上 连续 , 它 将 在 L'(R) 上 连续 , 反之 亦 然 . 但 TA) = 


Si exp(— 12-47) — 1) ,并且 这 个 函数 不 属于 BMO. 反之 ,T(1) 


= 0( 模 常数 ) ,并且 对 所 有 《EN OA Ta) = 0 CRB 三 的 多 
项 式 ). 

这 同一 算 子 在 非 齐 次 Holder 空间 C" 上 不 可 能 连续 . 设 0 € 
DR) 是 在 [一 1,1] 上 等 于 1 的 一 个 函数 ,各 了 人 属于 LR, H 
ECE 二 0(6)f(§) 定义 g85; 那 么 对 所 有 >0,g RFC. ETEC 
上 连续 ,由 于 T(f) =T), T HE LR) kg. m T Æ LE 
的 连续 性 蕴含 L? 连 续 性 (第 8 章 , 命 题 9). 

从 这 个 例子 看 出 似乎 T 的 核 当 ly 一 rl 趋 于 无 穷 时 的 性 状 
联系 着 了 在 非 齐 次 空间 上 的 连续 性 . 下 列 定理 明确 了 这 种 关系 . 


定理 2 ” 设 了 是 一 个 属于 SH’ 之 0) HAT. BRET 的 核 
当 |r 一 y| > 1 时 满足 估计 
对 于 lel sY A NS1ILA AK (z,y)| <Cylz— yl”, (6.1) 
当 ja] =m fla’ —x|<1/2|xr—y| F, |K, y) — AKG, 
y)|<Cylei 一 zz 一 3 一. (6. 2) 
RIRE Y= m+r,0<r<l. | 

ET Æ LR) E5574 63+ H T (a) =m, (2) 4 |a| Km 时 
属于 非 齐 次 Holder 空间 CRY, W4 0 5 <Y 时 了 可 扩张 为 一 
个 在 非 齐 次 空间 CA 五 ' 上 的 连续 线性 算 子 . 
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首先 注意 , 当 lel Km 时 ,考虑 到 了 的 核 的 下 降 性 假设 , 象 
T(x") 按 普 通 意义 存在 . 

定理 的 价值 在 于 直接 提供 了 所 有 伪 微 分 算 子 了 E Ops) E 
非 齐 次 空间 CM Ae (s > 0) 上 的 连续 性 (CT 的 象征 满足 lAMo(z, 
ED < Cla, P+ [E[ ir), 我 们 注意 到 这 些 算 子 一 般 说 来 在 
LRO 上 不 是 连续 的 . 

定理 2 由 组 合 定 理 1 和 下 列 引 理 提供 的 Poincaré 不 等 式 得 以 
证 明 . 

对 :之 0, 令 入 (7) = Qm [IAD er) ,我 们 有 


引 理 2 存在 一 个 常数 C(s,n),s 宇 0,n 宇 1, 使 对 所 有 R> 0 
和 所 有 属于 Sobolev 空间 HA RRMASF lel LR HAE j À 
fll, 和 CGDRN, A. 


为 了 能 够 利用 这 个 结果 ,我 们 首先 作 一 个 第 2 章 曾 用 过 的 注 
WR. Ox) 属于 OR) 并 且 > Oe ol 之 1, 则 对 所 有 s > 
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Osl len, DION) ”是 H' 上 的 两 个 等 价 范 数 ;其 中 &(z) = 


re” 


Olx — k). 

依靠 Poincaré REX Al BL Hi Wi HT RE HEE T 
的 核 分 解 为 天 十 天 ,这 里 天 (zy) = Wr — yK (z, y); € 
DUR") ,7 在 单位 球 上 等 于 1. 这 个 分 解 导致 了 的 分 解 卫 一 了 十 
T: 显然 T, 在 所 有 空间 HH’' 上 有 界 , 所 有 问题 都 集中 在 TT. 函数 
Ti) = mx) - T,(2*) 显然 属于 C, 我 们 首先 考虑 当 o< lel 
< m Hf Ti) = 0 的 情形 . 

设 9€ DR) 是 一 个 满足 之 J0(z 一 如 =1 HR BSE 
H, S f= DAL WENA = YTP ON.T OAN HERE 
FR |r — k| 委 民 ,我 们 所 作 的 两 个 注释 给 出 
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IT A ller <cl SUIT, O64) lie pZ <el DUT GE )” 


LCD TE < cr fhe . 
留 下 的 事 生 是 把 一 般 情形 归结 为 当 |a| <m Bt T(x") = 0 
的 情形 . 为 此 用 一 个 合乎 TO) 定理 条 件 的 已 知 在 CHW LAR 


取 一 个 积分 为 1 且 当 1< |e] <m Bt |z*w(zx)dz = 0 的 函数 
wlr) € A(R"). 
把 核 为 D me(z)3o(z 一 y) 的 算 子 记 为 L. WA BR 
lelSm * 


la] Sm WE Lir") = 二 mm,(z). 此 外 ,因为 由 一 个 CC 函数 作 的 逐 点 
乘法 算 子 保持 这 个 空间 ,在 非 齐 次 空间 CH ALAR. 最 后 令 
| T, =T,—L, ,了 ,满足 定理 2 的 条 件 并 且 当 le] <m NA T(z") 
= 0, 

这 个 定理 还 可 推广 到 非 齐 次 Sobolev 空间 L, GX HB 1 < p< 
oo,0 之 5 之 7 

特别 地 ,象征 属于 SR) 的 伪 微 分 算 子 了 对 所 有 > 0 和 
所 有 p Eh ælt LLAR. 


7. 评 注 


| 还 回 到 齐 次 Sobolev 空间 B' = By?, 这 里 假定 0 二 ss 二 1. 设 7 
> 3 又 设 了 是 一 个 属于 HAT. 我 们 可 以 研究 在 什么 条 件 下 
T 能 够 扩张 为 一 个 在 关上 连续 的 线性 算 子 . 由 定理 1, 当 了 (1) = 
0( 模 常数 ) 时 即 是 这 种 情形 . 但 这 个 条 件 不 是 必要 的 . 按照 
Stegenga ([216 D 的 思想 ,引进 使 伪 积 <6.) 满足 Ize Ale < 
Cif lef) RÉ 8 的 Banach 空间 E RAARO. À s= 0, ER 
BMO 重合 . 可 以 证 明 (191 DT € SH BPLERH YUBA 
条 件 是 了 在 VOR") 上 弱 连 续 并 且 T(0) 属于 E.. 
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这 里 是 这 个 结果 的 简要 证 明 . 若 TE SATA L'ETÉ 
oe A AEA 8 = TC) 属于 B&”. 于 是 算 子 RAS) =r, f) 
属于 绎 (对 所 有 7 > 0) 并 且 也 有 弱 连 续 性 . 差 Sp =T — Re 满足 
SO) = 0 FAA SSE. 因此 SE B 上 连续 (定理 1), 于 是 了 
的 连续 性 等 价 于 Rs 的 连续 性 ,这 正 是 必须 证 明 的 . 
”考虑 T 是 由 mz) 作 的 逐 点 乘法 算 子 的 情形 . ST 相应 的 核 
K 人 (zx,y) 是 零 , 从 而 T 属于 经 .7 在 疙 上 的 连续 性 等 价 于 弱 连 续 
性 和 条 件 TL) E 五 .但 弱 连 续 性 表明 ma) 属于 L. 因此 齐 次 
Sobolev 空间 BH KE FE RM mx) € L N ,这 正 是 
Stegenta (| 216 D 的 定理 的 表述 . 注意 到 当 s > n/2 时 五 退缩 为 
{0} 这 一 事实 是 适宜 的 . 这 里 我 们 只 讨论 0 二 :二 1 WÉ. >il 
的 情形 有 待 解决 . 
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第 11 章 T (8) 定理 


1. 引 À 


我 们 曾经 指明 David 和 Journe 的 引 人 注 目的 了 (1) 定理 由 于 
没有 提供 Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 核 的 连续 性 而 显得 不 斥 人 
意 . 该 定理 的 准则 不 起 作用 的 缘由 如 下 :着 z(z) = x + ial), Mi 
-MKda SM, RANAR EAR TA v. p. | æa) — 
z(y)) dy 不 是 BMOCR) 的 一 个 函数 . 问题 在 于 在 复 分 析 中 对 测 
E dzy) 求 积 分 是 自然 的 ,而 对 测度 dy UA. 事实 上 有 v.p. 


F GG) — z(y)) 'dz(y) = 0 (以 常数 函数 为 模 ). 


这 一 简单 的 注释 引导 我 们 猜测 下 列 结果 . 设 5C(x) € LR) 
是 一 个 几乎 处 处 淇 中 Reb) > 1 的 函数 ,并 且 Kay) 是 一 个 
满足 [X(z,y) | < Cjr — yl "fi | d/ax,K (x,y) | <= Cile 一 


yr <j<n) 的 反对 称 核 . 又 假定 [Ken 6dy 属于 


BMOCR"). 那么 v.p. 天 (zy) Æ LR) 上 定义 一 个 有 界 的 算 子 . 

这 表明 单独 一 个 函数 5, 在 满足 Reb Sl 的 条 件 下 , 即 足 以 用 
来 建立 一 个 奇异 积分 算 子 的 连续 性 . 

为 避免 假定 所 研究 的 算 子 对 一 个 任意 函数 € L 有 定义 而 
尚 不 知道 是 否 这 个 算 子 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 这 种 恶性 
循环 ,可 以 限制 核 Koy 还 具有 定性 性 质 A + Ir — 
yj) 天 (zy) € LR x R’). 

这 一 猜测 在 1984 年 由 David, Journé 和 S. Semmes 证 明 并 构 
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成 了 了 (8) 定理 的 第 一 个 提 法 . Tchamitchian 发 现 了 了 (8) 定理 的 
涉及 到 相应 于 测度 b(x)dz 的 小 波 的 更 富 几 何 意味 的 第 二 种 提 
法 .这 里 To) 定理 成 了 这 种 小 波 基 的 存在 性 的 一 个 推论 ,并 且 这 
个 作法 跟 我 们 证 明 TO) 定理 曾 用 过 的 方法 相 平 行 . 


2. 基本 定理 的 陈述 


RV JEZ ELR) 的 一 个 天 正则 的 多 分 辩 率 分 析 , 这 里 
之 1. 我 们 说 多 是 实 的 ,如 果 相 应 于 这 个 分 析 的 函数 p 和 小 波 
ip :是 实 值 的 . 
我 们 将 假定 存在 一 个 指数 7 > 0 和 一 个 常数 C 使 
Fep(x)| SC exp(— YIz|), 当 lel <r at (2.1) 
尽管 这 个 条 件 可 以 不 要 .由 (2.1) 得 , 当 |a| <r 时 ,对 某 个 指数 
”之 0 和 一 个 常数 C > OF 
[Pi (x) SCD" 2!\"lexp(— Y'| 2x — bl). (2.2) 
这 些 假设 在 众多 例子 中 是 满足 的 ， 虽 然 可 以 用 通常 的 在 无 穷 
远 处 的 速 降 假设 代替 (2. 1) A1 (2.2), 但 是 那样 下 面 的 证 明 将 白 
白地 复杂 化 . | 
在 下 文中 ， 固 定 一 个 满足 Re b(x) > 1 的 函数 (x) € 
L” OR"). FA b 通过 
BF ,g) = MOTO (2.3) 


定义 双 线 性 对 称 型 Be L?CR") x L?(R") 一 C. RS BCS g) = 
B(f ,g). 
双 线 性 型 B 具有 下 列 值得 注意 的 性 质 
ReB(f,7) > IF il, | (2.4) 
这 种 MARE A HOT. Kato Æ [1511 中 系统 地 研究 过 . 
这 个 性 质 取 代 了 定义 一 个 Hilbert FAITHS APE ER PE A RS 
(严格 ) 正定 性 . 
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RW, CVn EBRA g EV 满足 8,2) 一 0 的 了 组 成 
的 向 量子 空间 . oe) = 1, 就 回 到 了 在 第 2 章 用 过 的 W. 


定理 1 空间 VOR) 是 多 ;GE Z) 的 直 和 . 即 , 一 方面 存在 
两 个 常数 Cs > C, > 0 使 对 所 有 序列 S; EW% STIL IR < oo 
时 有 
C( DIA) E <I SC DIGI) 8 
另 _ 方 面 ， 所 有 函数 SE LOR 允许 一 个 (唯一 的 ) 分 解 地 一 
DRE SILI < o E S; E€ W, 


若 5(z) = 1, 那么 这 个 结果 是 十 足 平淡 的 , 它 无 非 是 说 
LR) =W, 这 个 等 式 是 小 波 构造 的 出 发 点 .同样 ,定理 1 将 多 
许 具有 下 列 性 质 的 Riess 基 DO € A) 的 构造 :小 波 的 局 部 性 和 正 
则 性 跟 古 典 情形 一 样 ,而 摆动 性 则 由 对 À € AB D € WFE 

一 旦 这 个 基 构 造成 功 , 满 足 T(0) = 0 和 TE) = 0 (自然 还 
有 弱 连 续 性 ) 的 奇异 积分 算 子 的 人 连续 性 就 可 如 下 获得 :验证 对 
某 个 7 二 OT EB QUE A 下 的 矩阵 属于 A. 


3. 算 子 和 增生 型 (抽象 情形 ) 


本 节 里 我 们 要 汇集 一 些 既 简单 又 一 般 的 结果 ,为 读者 方便 起 
见 , 我 们 耶 以 证 明 . 

设 H 是 一 个 复 Hilbert 空间 ,而 人 | .是 定义 其 Hilbert 27 
MMHG MAE AN. -PRERE RUAT T: H >H 是 增生 的 ， 
如 果 对 所 有 x € H, H Re(T(x),2) 2 0. MAMA TT 是 6- 增 
生 的 (8 > 0) ,如果 Re(T (2), 2) 之 iz 上 .这 还 可 写成 在 自 伴 算 子 

162 


的 意义 下 工 十 T* 之 261(1 是 恒 等 算 子 )， 

一 个 5- 增生 算 子 是 H 的 一 个 同 构 . BEE, 

Slzll? < Re(T(r) 2) S [KT (x) x) S IT xl. 
Ait lz] < IT GI, AHA lell < IT ||. Mit T ET 
构 . ; 
设 AHXH>CR-THRMAEM. 这 表示 Pay] S 
Cllzlllyl,8czyo) Æ H 上 的 一 个 连续 线性 型 (对 固定 的 yo) 并 
H B(xo,y) WISH H 上 的 一 个 连续 线性 型 . 

我 们 说 B 是 0- 增生 的 ,如 果 对 所 有 xE H A R.B(x,x) 之 
Olja |’. 此 时 存在 一 个 6- 增生 算 子 T:H 一 五 使 对 所 有 x € Hey 
€ H Æ Bl, y) = {T(x),y). 

我 们 已 经 建立 了 下 列 引 理 . 


引 理 1 对 于 所 有 连续 线性 型 ,1;: 态 一 CC, 存 在 唯一 的 a€ H 
使 L(x) = B(x,a). 


事实 上 , Riesz 表示 定理 给 出 [(x) = (2,6) = (T(x) sa) , 如果 
T* (a) = b Mids MAF 六 是 一 个 同 构 ,这 个 方程 可 解 . 
定理 1 由 下 列 绪 果 证 明 . 


命题 1 is H &—* Hilbert 空间 ,8:HX H>C 是 一 个 人 
增生 (6 > 0) HHAH, V 是 H 的 一 个 闭 向 量子 空间 . Æ 
X 

= {x € H,XI 6 y E V § Bx,y) = 0}, GD 
则 五 是 V AW 的 直 和 ， 

St WA H A V EAS CEFF W AD) 斜 投影 算 子 的 范 数 仅 依 

MF 6 和 涉及 到 8 的 连续 性 的 常数 . 


我 们 要 验证 所 有 cE H 都 能 以 唯一 的 方式 写成 c 一 a 十 5, 这 
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里 a EV,60E 克 .从 而 对 所 有 wvEV 应 有 Blec,v) = plav). WR 
到 a EV, 考虑 在 VY 上 定义 的 线性 型 8(c,v) = lv) 3} L 用 引 理 
1; 也 就 是 说 , 互 用 了 代替 ,8 PREV XV E. Oe MSE EL 
线性 型 仍 是 O- 增生 的 ,而 引 理 1 就 允许 找到 一 个 〈 且 仅仅 一 个 ) a 
EV 使 lv) = Bla,v). 命题 1 证 毕 . 

EHEER KE Vi =H V+ Ww, FRE W ARR 
子 PV > VAER. 

第 二 组 注释 涉及 到 增生 算 子 的 象征 演算 . 按照 T. Kato 
(L151]) 的 叙述 ,我 们 有 下 列 结果 . 


命题 2 设 7T.H 一 是 一 个 但 增 生 算 子 , 则 存在 唯一 的 一 
个 增生 算 子 SES = 了 .把 这 个 算 子 记 为 T? 对 某 个 仅 依 赖 于 
和 和 jz 的 ?>>0, 它 是 ?- 增 生 的 .最 后 TORR, wA T, H 
FARE | 


TU? 一 ifa + T) A dÀ. (3.2) 
0 . 


Bk, RAC SCA,A) 是 T 的 多 项 式 代 数 ( 对 于 算 子 范 

数 ) 的 闭 包 . IRA T 的 谱 o(T) 包含 在 由 Re z 宇 6,|z| <ITI& 

义 的 复 平面 的 紧 子 集 内 . 函数 = 在 这 个 谱 的 邻 域内 是 全 纯 的 . 由 
此 得 到 (3.2) 的 右 端 提供 一 个 平方 为 了 :的 算 子 . 

”我们 证 明 (3.2) 的 右 端 对 某 个 8 盖 0 是 8- 增 生 的 . 为 此 ,要 
利用 下 列 引 理 ,我 们 把 其 十 分 简单 的 证 明 留 给 读者 . 


引 理 2 KT:H> H &#—+ s- WERT, WTR 
TH- 7- 增生 的 . 


回 到 (3. 2) By Ay ig BY 
上 zf 4+0 
x Jo (A+ ITIL)? 


Re(T Pz, xz) > À dà = c|x|f°. 
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从 而 TUE c- 增 生 的 ， 利 用 上 述 引 理 ，T'”* 是 8- 增 生 的 . 
计算 工 的 另 一 种 方式 用 到 下 列 考虑 . 


引 理 3 BT EO EAE A> ITI/20, W 
IT — Al <A. 3) 


事实 上 ， 我 们 有 
IT — Aff = IT — ACT — All”, 


(T* —~ACT-—A =TT—- AT" +T) +R 
KIT IP — 248 + # <}; 

这 些 不 等 式 是 在 自 伴 算 子 间 的 次 序 关 系 的 意义 下 写 出 的 . AB IIT 
— À] <À. 

返回 到 THÉ. GERAT = aT) 
à 1 — |， 并 假定 4 之 ITI2/20.& R= LIGA — T), MWA 
IRI < 1. FÆ 

TO? = A2] — R)” = D aRt, BEB c, = O(R-"?), 

在 T. Kato 的 著名 著作 L151) PRT S 的 唯一 性 , 请 读者 
参阅 . 


4. 运 应 于 一 个 双 线 性 型 的 基 的 构造 


设 是 一 个 Hilbert Z], H 的 一 个 Riesz Æ e, j€ J, Æ H 
的 一 个 完全 部 分 ,可 以 对 它 找到 两 个 常数 C > C, > 0, 使 得 对 于 
任意 选择 的 系数 有 
Ci Dal)" < I Dee, l? <c,{ Die p) C4.1) 
RIT RE M = GG Done D- 增生 的 ,如 果 对 
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于 所 有 复数 序列 6, € PUD 有 
Re >) ym EE SOD, 1G 1? (4. 2) 
设 H 是 复数 域 上 的 一 个 Hilbert 空间 ， 考虑 元 素 是 Blej, 
e)GE JRE D AE B. 这 个 矩阵 在 (J) 上 是 有 界 的 . 事实 
LFS € PC) H 7, € CPU) WH z= Dey = D nee 
> Sim Blejse.) = Blr,y), 
因而 
| > > EnB lese) <Cllallityl 


<C DIEL SS ae). 
我 们 将 系统 利用 下 列 结果 . 


命题 3 设 是 复数 域 上 的 一 个 Hilbert 空间 ,而 B:H x H 
> C 是 一 个 对 称 且 双 连 续 的 双 线 性 型 ,又 设 ej;,j € J HE H 的 一 
个 Riesz 基 , 相 应 窍 阵 (Blejer) )gwesxs IE 6- 增生 的 C6 > 0). 则 
存在 一 个 Riesz 基 fij € J, E BSS) 随 7 关 4 或 了 一 & 而 等 
于 0 或 1. 

L J = 人, 并 且 对 某 个 指数 a > 0 M-TH C 有 


|Blej,ei)| <Cexp(— alj — kj), (4. 3) 
则 存在 一 个 指数 8>0 和 一 个 常数 C' 使 
f= SIG Dey (4. 4) 
并 且 
YG k| <C'exp(— Bij — k|). (4.5) 


事实 上 ， 用 B RARE (Bleje) )gwesxs 并 把 增生 矩阵 
BOR TRICE YG, k). AT BTE 20) 的 一 个 同 构 ,向 量 S, 
组 成 已 的 一 个 Riesz 基 . 今 证 明 B; fi) = ÒG». 
首先 注意 B XRP B= B, 并 且 由 于 (3.2),'B8 ”= 
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BO, ME YG.2) = Yk, j). 又 有 
BS fd) =D YG DY (Ram) Ble sen) 
l m 


== > SYG. DBC Em) Y (m sk). 
i m 


我 们 辨认 出 这 是 BBB” = 1 的 元 素 ,从 而 命题 3 的 第 一 个 断 
言 得 证 . 

为 证 明 第 二 个 断言 , 取 定 A> 8 外 /26, 由 引 理 2, 我 们 有 B= 
ACL 一 R), 这 里 [RI <1. 这 引导 到 BO’? = aR Ba = 


OT"), R 的 矩阵 元 素 记 为 G2), CRNE ECA. 3). RA REE 
Kr.) 由 下 列 等 式 计算 | 
ra) = Dr dr Gi er Gars) (46) 


J1 Jr- 


HT Eté IG), (任意 地 ) AAA à MRM 8 + 7, Hp 0 < 8 
<a ZEAE ARS, 以便 用 exp( 一 817 一 了 | 代替 
exp(— Pl — jl — t — Pl j-i — 7 |). FR SK Ab FH 

exp(— lj — j,[)--exp— {js — 71). 
把 最 后 一 个 因子 放大 为 1， 再 依次 关于 js cs RA, A 
用 显然 的 不 等 式 
> ,exp( 一 YI) SCO), 
便 得 
InG SOC exp(— Bij — 7 |). 
此 外 ， 若 用 r 表示 R 的 算 子 范 数 ， 则 有 
0<r<1 和 |nG,j)| Sx. 
由 对 数 凸 性 , 从 这 两 个 估计 得 到 , SOREN EC Zi EZ 有 


AGP] S wexp(— g lj 71), (4.7) 
其 中 0 委 w<<1,2 >0 (RMF r CC 和 P. 
至 此 ,可 把 这 些 佑 计 式 相 加 ,就 得 到 命题 中 所 陈述 的 B “的 
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E ETTR EIRA- 

可 以 证 明 , 若 把 当 |i k) BAF ACTH | BCe;,e,) | 的 指数 下 隆 
代 之 以 速 降 , 那 么 官 元 素 XY(j,k) 自己 当 li 一 | 趋 于 无 穷 时 也 是 
速 降 的 . 


5. Tchamitchian 的 构造 


回 到 LR) 的 多 分 辨 率 分 析 Vj. 我 们 回顾 一 下 这 一 分 解 , 假 
定 9 和 Oi ESE A 一 正 则 的 ,> 之 1 此 外 ,还 假定 这 些 函 数 及 其 
低 于 或 等 于 ~ 阶 的 所 有 导数 是 指数 下 降 的 . 

FES Piala) = Zr — k) j E Lsk E ,用 BREE 
(BPG aner. —PRIAE A TERE BÆ CZ) 上 
是 一 致 有 界 并 且 一 致 -IWEK (6 = 1). 

PLE, E 名 和 驴 是 两 个 平方 可 和 序列 , 则 有 

2 DB Pa Bd En = B(f,g), 其 中 f= 2&9.8 = 


D Ps 
由 于 

BD) | <CilFilelell., XE C = jell， 
故 有 


SS SSBB. EC DNS) Dial)" 
S f= > Ep. 6 HF gx 是 实 值 的 ,我 们 有 f = DES. :9 进而 有 
Re >, 2B(9, F088. = ReB(F,7) > IAN. 
利用 命题 3 即 得 一 个 新 的 序列 Park E Z, 它 构成 V,; 的 一 个 
Riesz 基 ,我 们 有 


CONAR = [D Eml, SC (Se) Gp 
其 中 C MC 不 依赖 于 j 
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BOG.) = Sans (5. 2) 
以 及 | 
Tp 6x) | S C'2225lexp(— Y | 2x — k|), Jal <r (5. 3) 

(Y > 0,C > 0 (LKR nC AI 7). 

用 WRR Vj 在 Vii 中 的 正 交 补 , 而 WTA u € V,, 
B(f,u) = 0 来 定义 ,我 们 立刻 注意 到 若 u AF V, MARR 
数 à in. 利用 命题 1 得 Ti 二 Vj + W. 

设 P3 Vins > V EBA W ,的 斜 投影 算 子 . 我 们 有 
Pf) = DBS PDP 


TW, —> W ÆA W, 到 W; 上 的 正 交 投影 的 逆 算 子 . 我 们 
有 T; =1— P;, 而 Tj 是 从 W ;到 WV; 上 的 一 个 同 构 . 此 外 ,存在 一 
个 不 依赖 于 I 的 常数 C ,使 对 所 有 SEWA 
Wille < IT; Ihe <$ CIS le- (5.4) 
暂时 承认 下 列 结果 . 


命题 4 ”在 每 个 W; 上 与 7 了, 重合 的 算 子 7 ELR) 上 是 连 
续 的 . | 


下 节 我 们 将 看 到 这 一 结果 是 TO) 定理 的 相当 容易 的 一 个 推 
论 . 

考虑 “普通 小 波 ”Ji.w,e € E, 它 是 由 第 3 章 的 算法 得 到 的 . 再 
令 h? 一 Th), RITE 

引 理 4 对 每 个 JE LR BA hi) 是 小 增生 的 . 


R P.G. Lemarié 的 作法 ,为 得 这 一 引 理 , 写 出 等 式 BC, 
Roy) = Bia Se). EDF he — dir CV SFE SEW A 
u € Vj, B(S u) = 0. 普通 小 波 .是 实 值 的 ,于 是 有 hw — Wir € 
VBF V, = 二 V)). 终 于 有 BR Ai) = BA hi) AF ALT 
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成 形 ; 的 一 个 Riesz 基 , 后 一 矩阵 是 O- 增生 的 . 

重新 利用 命题 3, 以 得 到 克 ,) 的 一 个 新 的 Riesz E ga A E A, 使 
BAEC AA € AE À À HBG) 一 0, 当 和 一 时 
再 (办 ,办 ) = 1. | 

但 由 只 的 构造 方式 , 当 4€ AN CAAA HARA 
Bhi dy) 二 0. 事实 上 ,由 对 称 性 ,可 归结 为 > 7 的 情形 ;这 时 骨 
c€ W, mi dy CV, We RBA. 

我 们 得 到 一 族 函 数 pA EA, RE FIR: 


| Sead], <C( D la)", (5.5) 
1€ À ? A 
Bgi, tr) = Cu.x)， (5.6) 


以 及 当 lalsr 时 ， 对 某 个 y> 有 
IPAC) | < C2772! *lexp(— Y|2x — k|), (5-7) 
注意 这 个 7 跟 开 头 给 的 那个 不 同 ， | 
不 等 式 (5. 5) 来 源 于 算 子 T 的 连续 性 . 事实 上 ， 
F= D a Dh = >) > aix) 
AEA 


- j À€A, 


=> f; 这 里 f, EW, 
从 而 Í; = T(z), XB Zj < Ws 于 是 有 f= T(g), 这 里 & 一 


Dg 由 (5.4) 得 


IAE < Clelk = Cl Deh) I KA) 
FIERA DGA € A) 构成 WW — A Riesz 基 以 及 相应 常数 关于 j 
一 致 有 界 即 得 (5. 5). 
| 经 过 对 偶 不 等 式 (5.5) 和 等 式 (5.6) AW (5.5) BCI AS 

等 式 . 事实 上 ,考虑 一 个 任意 的 有 限 线性 型 g(x) = 2 POH 


中 的 BOA) 满足 DIODLI FRA lel: <C. HERTE 
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的 和 f(r) = >va(i) 匈 (z), 有 BCFs)= © ja) BCD. E (BCS, 
2)| S Nf ilelel oll. KC 人 人 ,这 可 写成 

| Se BA) S Cfl RE > /1180 时 委 1 (5.8) 
在 (5.8) 左 端 取 上 确 界 ,， 便 得 | > Jaca P) <C If, ,这 正 是 
所 说 的 反问 不 等 式 . 

函数 da 是 适应 于 bC) 的 小 波 . 对 于 每 个 固定 的 j, 当 4 限制 
在 省 内 时 ,多 形成 WA Riesz 基 . 为 了 证 明 所 有 多 的 集合 是 
LCR") 的 一 个 Riez 基 , 我 们 还 应 当 建 立 WORE WE 
LRO 中 是 稠密 的 . 

由 于 V ,的 并 集 在 LRO 中 是 稠密 的 ,我 们 只 需 知道 如 何 用 
属于 这 个 代数 和 的 一 个 序列 双 近 J € Va. 

RATE V, = Vna + Wa, Hi = + an, KP JS € 

1. 重复 这 种 分 解 可 以 得 到 f= fn 十 rw; 其 中 fn € Ven D TN 
RE j>m—NE WRA. 

我 们 证 明 当 N 趋 于 无 穷 时 jfwll; 趋 向 于 0. 我 们 一 开始 就 注 
意 到 包含 关系 V; CV AR u € Wve V, HH j < jt 
Bl(u,v) = 0. 特别 地 有 当 v E Vs_w 时 Brno) 一 0, 从 而 有 

= DB Bn) Bn = DBS nn) mena 


由 于 (5. 3) ， 后 一 算 子 的 核 满足 
[KNCryy)1- Com CT 十 27 人 | 六 — yp. 
由 此 立刻 得 到 当 N ATER [LEE 0. 从 而 WRK 
直 和 在 LRO 中 是 稠密 的 . 
终 得 小 波 da, E A, 形 成 LR 的 一 个 Riesz 基 . 
我 们 已 建立 了 下 列 定理 . 


” ”定理 2 KV, —o<j<oo,k LORD 的 一 个 实 的 多 分 
HENT., CRAKE (2.1) 和 (2. 2). 则 存在 一 个 常数 C ,一 个 指 
数 > 0 和 一 族 函 数 LAC 4, 具 有 下 列 性 质 : 
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对 于 AE A, LEFT 了， (5.9) 
对 于 la| <r, [Fpa] K'C2/ tt Dexp(— 712/x — kh), 


(5. 10) 
[AEA LADLE = 0, 若 14 关 ;1, 若 4 二 VW， (5. 11) 
D, (À € A) 的 集合 是 LR) 的 一 个 Riesz 基 . (5.12) 


推论 1 所 有 函数 f € VIR) 以 唯一 方式 写成 f(x) = 
242008 (2) ,其 中 2. lalà) |? < oo ;a(à) = HEC 

并 且 对 两 个 常数 C: > C, >0# 
Glif < ( >, Jaca) |?) < CAAS ie- (5. 13) 


推论 2 fe, (x)b{x)dx = 0. 


事实 上 , 设 g(z) € 凡是 在 0 点 等 于 1 的 一 个 函数 . 作 on (2) 
= g(2°-"x) E Ving 并 对 充分 大 的 mm SHE REA FF 


[ab Cd. 然后 只 需 令 m 趋 于 无 穷 并 利用 Lebesgue # 


制 收敛 定理 . , 
剩 下 的 是 要 证 明 T 的 连续 性 ,这 正 是 打开 上 述 建筑 拱门 的 角 
是 | 


6. 算 子 了 的 连续 性 


为 证 算 子 T 的 连续 性 , 我 们 对 它 应 用 David 和 Journe 的 
TO) 定理 . 跟前 面 一 样 , 用 多 .表示 通常 的 小 波 的 标准 正 交 基 (Ce 
E E, JEZ kET) R DÆLUR) 在 W; 上 的 正 交 投影 算 子 : 

Df) = 2 2 08 


172 


那么 
7 一 STD, 一 Sa — PpD; =1 —R,R = SPD, 
P, DD, 的 核 R (rz，y) 是 7 
之 ， > DBE GIG. GAD 
复合 PA ,的 核 即 可 得 之 . 其 中 的 系数 BY DD WE 


Bd. | < Cexp(— 7|kC— 11), (6. 1) 
其 中 7>0, C>0 BATHE. 
由 此 立刻 得 结果 
(R(x,y) K C2 十 2 一 yy (6. 2) 


和 
[VR r y| + | VR ey) | SCAG 十 2 并 一 > 站 TE 

此 外 因为 4 积分 为 零 , 我 们 有 | RiCz,y)ay = 0. 

这 些 性 质 蕴涵 对 于 R 的 核 R(x,y) 的 通常 的 估计 以 及 尺 的 
弱 连 续 性 . 

事实 上 , 弱 连 续 性 证 明 要 点 在 于 当 u(x) 和 v(y) 是 两 个 支 集 
会 于 半径 为 R 的 同一 个 球 B 的 正则 函数 时 ,上 估 D Ra, 
y)u(y)v(x)dx. 

#2 >R (AIR IR (roy) | SCRA ERA, ME 27 
委 尺 ,我 们 注意 


[R a, 5uCd5 = [R au) —ulz))dy. 后 一 积分 可 
LAKH [Vell] (Ri ly — eldy < C2 |V ll. 结论 是 显然 
的 . 

由 于 [Rd 一 0, 我 们 有 RO) = 0. 还 剩 下 计算 RO) 
= >) 'R(). 
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依次 令 eGD = [Gode sm) = eG DG 以 及 
i 


BCA) = B(yasm,) = | Au@o@dr, 


其 中 
SA (x) 一 S k (x)m; (x). 


沿用 这 些 记号 RIA RODO = >) FUG. 剩 下 的 是 证 明 


系数 OE 满足 第 5 章 定理 4 给 的 必要 充分 条 件 . 
_ 从 下 列 引 理 可 直接 得 到 结果 . 


CIES wma ,Ee Ej EZ,kE YZ ,是 小 浪 (在 第 8 È 
定义 3 的 意义 下 )， 


如 果 承 认 了 这 个 引 理 ,4# 07) RE b € L” CBMO 对 于 这 些 
小 浪 的 系数 ,从 而 满足 Carleson 的 平方 估计 CE 5 章 ,定理 4 及 有 
关 这 个 定理 的 注释 ). 

回 到 引 理 5, 我 们 有 GDI < C2 (这 是 由 于 多 :的 性 
质 ). 由 此 得 |r. < CA Vm, (or) ||. C2’. 又 有 mla) 
属于 VY;( 或 按照 第 2 章 的 记号 宁肯 说 成 V,(co)). AF GBF 
W, (和 LOR) ,积分 [am dx = 0 (因为 Wj 和 Vj 正 交 ). 
函数 S; 具 有 跟 小 波 同 样 的 正则 性 、 局 部 性 和 抵消 性 ; 故 这 正 是 小 
浪 . . 
在 离开 定理 2 之 前 ,我 们 要 由 它 推导 出 不 等 式 (5. 5) 的 一 个 
值得 注意 的 推广 . 

我 们 把 LCR") 的 函数 族 w(x)(4 € A) 中 的 每 个 函数 称 为 
相当 于 2(z) 的 小 浪 , 如 果 对 两 个 指数 B > a > 0 和 某 个 常数 C 有 


ru, (x) | < C2" + 127 — k| E, (6. 3) 
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| ze, (x!) — vw (x) | < CBAs] 7 — r =， (6. 4) 


fro wd 一 0. (6.5) 


E blr) = 1, 就 重新 得 到 第 8 章 第 PHAR. 
下 面 要 陈述 的 是 定理 2 的 一 种 初 看 更 强 实则 等 价 的 提 法 . 


命题 5 在 条 件 (6. 3), (6. 4) 和 (6.5) 之 下 ,存在 一 个 常数 
C ,使 得 对 所 有 系数 序列 a(4) € PCA) 有 


[Berwin |, <c Xe)" (6. 6) 


这 个 十 分 一 般 的 估计 特别 地 蕴涵 了 不 等 式 (5.5)， 后 者 是 定 
理 2 证 明 的 基础 . 

为 了 证 明 (6. 6) ,只 需 计 算 Core 4 J (AA FE 2 提供 ) 内 
的 矩阵 ,并 且 验 证 这 个 矩阵 定义 一 个 在 (C4) 上 的 连续 算 子 . 

该 矩阵 的 元 素 WAN) 由 wa) = ETES (zx)b(zx)dz 给 
出 (定理 2 的 推论 1). 我 们 打算 验证 对 某 一 个 指数 > 之 0 和 某 一 个 
常数 C 有 | 

GIE CR ET 
(6.7) 

那么 我 们 的 矩阵 的 连续 性 将 从 Schur 引 理 推 得 . 而 估计 
(6.7) ASP iat SAY OP BRR Sp” FEB Gy’ jeux) 起 “平坦 函 
数 ” 的 作用 ,而 乘积 6) p(x) 是 “摆动 且 强 局 部 ”的 函数 . 其 细节 
WAK Cr) = 1 的 相同 ,因而 留 给 读者 . 


7. 回 到 TO) 定理 


我 们 从 一 个 特殊 情形 开始 ,不 过 它 还 是 能 够 提供 在 所 有 
175 


Lipschitz 曲线 上 Cauchy 核 的 连续 性 . 
假定 + lz 一 yl) 天 (zy) AF Lo CR" x R") ,这 是 一 个 
定性 性 质 , 我 们 避免 在 定量 的 形式 下 利用 它 . 
还 要 假设 K(y.2) =— K(Cx, y) 和 
IVK lzy) S Cola — y. (7.1) 
PR b(x) € LCR") 几乎 处 处 满足 Re d(x) 2 1. 


定理 3 设 在 反对 称 性 和 (7.1) 之 外 ,还 假定 关于 z 恒 等 地 
有 (K(x, yyy = 0, 则 由 核 定义 的 算 子 在 LR 上 有 界 ， 


BT. > Dw IT wee 
ITIS CCCo,n, lol). (7. 2) 


这 个 估计 的 价值 在 于 不 依赖 于 O + |r — y» DK (x, 9) 的 
ZL”* 范 数 , 在 这 个 意义 下 估计 (7.2) 是 一 致 的 . 

为 证 明和 定理 3, 我 们 步 步 沿用 TOA) 定理 的 论证 . 

考虑 核 L(x,y) 一天 (zyy)pCy) 和 由 这 个 核定 义 的 算 子 Z. 
再 把 定理 2 中 的 小 波 记 作 办 ,$4€ AE S EHBGAAC A 里 的 
RE (CWA ))weaxa 之 后 即 可 获得 & 的 连续 性 . 

且 看 如 何 计算 这 个 矩阵 . 车 把 J € 工分 解 为 f = > ac, 
BAA) = D BCD, | 

BA = | PDB) dz = Bo) | LBD Bb dz 


= > oA, N aA). 


EA 
于 是 
wlA,X) = [Kev 8b (yb(x)G,(xdydz. (7.3) 


剩 下 的 是 用 


C271 C247) — 27! 十 277 an 
272-7 十 [ko — B27] 
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EAR (oA, a) |. 这 将 允许 利用 Schur 定理 . 
问题 关于 AAA 是 完全 对 称 的 . 于 是 可 限于 了 过 7 的 情形 , 
情形 J =j 搁置 到 论证 的 末尾 ,而 从 假定 <j 作为 开始 . 为 计算 
WAN) = [B Ody RE hO 正 交 投影 到 VE, VA 
WCF) 于 的 几何 构造 ). 
这 个 正 交 投影 2 SF 219 kD G0 FOP 


0 Ck, i) = IEEE TE (7.4) 
我 们 打算 证 明 
ORDI KCA + |k pho, (7.5) 
现在 条 件 T(5) = 0 就 表示 成 28, D = 0, oA, N) 表示 成 
了 一 个 “平坦 ” 函数 内 同 一 个 十 分 局 部 化 又 摆动 的 函数 (ga) HIF 
积 的 积分 . 可 用 第 8 章 的 引 理 3 并 得 所 要 估计 . 
为 证 (7. 5) ,从 一 个 形 如 
I= || K ceyla dyaz 
的 二 重 积 分 这 一 典型 情形 出 发 .其 中 xx 和 wv EE CATAR, 
文集 分 别 含 于 lz r| <1 ly — yd <1, RE [Vale S 
1| Vols SR 1,968 ceacz)az = = 0, 
我 们 打算 证 明 | 
IT] <CQ + rs — pl". (7. 6) 
AF | Xp — yal <3, $ K(x, wbx) bly) 的 反对 称 性 以 及 函数 
u FA 的 正则 性 允许 写 出 
一 L | K(x, BB (ul yv(@)-ula yoy) )dady, 


并 推 得 (7.6). 
À to — l > 3, won 的 正则 性 以 及 du 的 积分 是 
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基于 两 个 理由 ,我 们 并 非 处 在 典型 情形 下 ,比例 是 2 :而 非 
1( 这 个 比例 是 由 函数 9 和 内 确定 的 比例 ) ,尤其 是 函数 pj, 和 di 
不 是 紧 支 的 而 是 指数 下 降 的 .为 了 化 到 7 = 0 的 情形 ,利用 比例 的 
变换 ,而 这 豪 不 破坏 对 天 (z,y) 和 d(x) 作 的 假设 . 

Al ell Be RTE. AeA A FAURE. 


引 理 6 “对 所 有 整数 见 存 在 ROD > 0 使 下 列 性 质 成 立 . 对 7 
> 0, 存 在 一 个 常数 C'(7,n) 使 得 当 f(z) 满足 
If) < = exp( 一 Yirl),|V/f(Cxr)| < exp ( 一 Yir) 利 


[Abada = 0 时 ,可 把 /分 解 成 级 数 DML) ,其 中 Si 


kE 


支 集 含 于 [x k | < Rin), ll Sall < 1WV Selle < < l, 
[Acer = 0, 并 且 系 数 HR yl S CC ndexp( — 
Y1kl). 


为 使 记号 简单 ,限于 在 ”= 1 的 情形 下 论证 . 取 定 一 个 局 类 
函数 OS 0, 其 支 集 在 [一 1,1] 内 并 使 Dia = &) = 1. 进行 “ 难 


点 分 散 ”， 令 f(x) 一 SIA (r(x — b= Sim). ig I, = 
|m bda N Tn] <C exp(— Y[k|) 和 SOL, = 0. 这 允许 


eT, = Sy. JE [J| <Cexp(— 780). BS o = Jax 
— k)b(x)dr, WA Re o > 1. Xf m BREW RIE Sel) = 
ml) 一 (rey (2) 一 mr)) 代替 m HP ra) = Jr 0x 一 
O. RATE [recro(xrd2 = JAM [foo dr = 0, 这 正 是 
所 要 求 的 . 对 有 所 要 求 的 其 它 性 质 显 然 满足 . 
借助 (7. 6) ,由 引 理 5 得 (7. 5) ,为 结束 定理 3 的 证 明 , 只 需 
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利用 第 8 音 的 引 理 3 以 及 Schur 引 理 . 证 明 的 这 后 一 部 分 同 对 
TO) 定理 所 作 的 相同 ,四 而 就 不 再 说 明了 了 . 


8. 对 于 Cauchy 核 的 到 的 连续 性 的 应 用 


现 转 回 到 1 维 , 以 一 个 实 值 Lipschitz 函数 alr) 作为 出 发 点 ， 
于 是 函数 5(zx) 是 1 十 ia (x), —M <a (2) <M WE lole < 
V1 + M? iit Re d(x) = 1. 

对 所 有 0, SERRE 
Cryy) = (ZX)— z(y) + 1) Co (Zr) — z(y) + ie!) }, 
其 中 z(z) = x + ia(x). H FRA ae) 的 图 象 研 的 几何 特性 , 当 
Ir 一 y| 趋 于 无 穷 时 Ci(z,y) = OUr — y) ?). 此 外 ,Ce(z,y) 有 
FL (但 这 两 个 估计 依赖 于 > 0). 

由 Cauchy 公式 得 [Cee (y)dy = 0,C. (x, y) 的 唯一 不 
足 是 没有 反对 称 性 .于 是 考虑 Tx,y) = C(x,y) — Cyr), J} 
它 可 利用 定理 2. 不 难 证 明和 若 u 是 C! 类 的 且 有 紧 支 集 , 则 有 


fe | 1 | 
im| | Pie t oe) O) ie)* (eA 


一 2 lim ee Say eG (und. (8. 1) 
为 证 明 这 一 等 式 只 需 分 部 积分 .最 后 对 所 有 Lipschitz H 2g r 
Cauchy 核 在 LTD 上 有 界 . | 

下 章 我 们 将 更 细致 地 进行 这 些 考虑 . 


9 一般 情形 下 的 了 (2) 定理 


it Ka, y) 是 一 个 使 + ir yl Kay) OL OR" 
XED BY PRR. PE EE ES EE MT T: D> P 时 关于 
函数 br) € LCR") 不 产生 棘手 的 问题 . 
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第 一 组 假设 是 关于 核 K(x,y) 的 ,假定 存在 一 个 指数 € Jo, 
1] 和 一 个 常数 Co 使 


IK(x,y)| LClr — y|”, (9. 1) 
4 |z — a| Slr yl 时 ,KGz sy) — Kay) < Cle 一 
xx — y|”, (9. 2) 
并 且 当 |y — yl < Sle ylit [Ky — KG SColy 
— y|” |z — y |77. (9. 3) 


BARI RE — FR b € L”>(R'), 它 几乎 处 处 满 
Æ Re d(x) > 1. 
我 们 要 求 存在 一 个 常数 C 使 对 所 有 球 BCR A 


| | [KED ay|az < cB (9.4) 


|, [ Keb adz| ay <C,|B (9.5) 
我 们 有 


定理 4 在 假设 (9.1) 至 (9.5) 之 下 ,由 天 (z,y) 定义 的 算 
子 了 的 范 数 不 超过 Ce = CCC, llla). 


这 个 定理 的 证 明 采 用 TO) 定理 证 明 的 方法 ,差别 是 通常 的 
小 波 被 适应 于 函数 o 的 小 波 取 代 . 

首先 我 们 要 验证 , (9. 4) 和 (9. 5) 为 一 方 ,通常 的 条 件 T(5) € 
BMO,'T(b) € BMO 以 及 写成 如 下 形 À 


Kec) uo dzdy 
<C|B} (ullvols + lY ulel Voll) (9. 6) 
的 弱 抵 消 性 为 另 一 方 ， 这 二 者 之 间 是 等 价 的 . 
作为 开始 ， 我 们 验证 出 现在 (9.4) 中 的 常数 CC 可 以 控制 
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T(6) 在 BMO 中 的 范 数 . 

为 此 用 B 表示 任意 一 个 (中 心 为 zo 半径 为 + > 0) 的 球 ,并 把 
b SPARRO, 十 bs + by, JEP OE b F] B 的 指示 函数 的 乘积 ,已 是 
FE rx ail < 2r 确定 的 环 4 的 指示 函数 的 乘积 ,名 是 2 同 
jx 一 zo| 2r 的 指示 函数 的 乘积 

正如 我 们 经 常 注意 到 的 那样 , 若 |z 一 zol <r WA 

ITb, (2) — Th, C(x.) | 


<<Clz 一 zaf [zo— yl ls(y) lady Cel.. 


[eTl 22r 
注意 到 
i la — y| "dredy <C(n)r’, 
BXA 


我 们 可 上 估 | ITb ldz. 


最 后 由 (9.4) 可 估计 | ITa cz) Idz. 
为 建立 (9. 6), 写 下 等 式 
T (bv) (x) =(K2 OOO) — v(x) XO dy 


+ v2) [KG WXGA, 


其 中 x 是 B 的 指示 函数 | 
第 一 个 积分 上 估 为 Clyzl-| le — ydy < 


Cr 这 可 ,而 第 二 个 积分 由 (9.4) 估计 . 

反之 ,假定 (9.6) 成 立 并 且 T) 属于 BMOdR"), 为 证 明 
(9.4) ， 只 需 利 用 BMO 空间 的 定义 ,如 果 知 道 了 BMO 空间 的 定 
义 中 出 现 的 “浮动 常数 ”可 以 等 于 0. 

为 估计 这 个 浮动 常数 ,把 B 的 “ 双 倍 (相应 地 “四 倍 ” 球 记 
为 2B (相应 地 4B) FRAR € DCR") 在 2B 上 等 于 1, 在 4B 
外 等 于 0, 此 外 还 满足 0 < vx) 1 M [Vol LC/r r >o 
B HE). S w= 1 — v, RAK, A 

18] 


IT wb) — T (wb) (xy) | & Cole 
( zo 是 球 B,2B 和 4B 的 中 心 ). 由 于 TO) 属于 BMO ,存在 常数 
(“浮动 常数 ”)7Ys 使 
T (wb) (Cz) = Ya + re), ferh | ir dx 去 CIBL 


为 了 估算 这 个 “浮动 常数 ”的 值 ,用 w(x) 表示 一 个 被 B XF 
的 C' 类 的 函数 , 它 取 正 值 或 零 ,满足 I Vuls KCr TH HRT EH 
1. 从 而 有 lull S Cr. 

性 质 (9. 6)〈 当 用 4B 代替 BRD 可 写成 


Je C6 GT w) (nda 


<C. 


AES T (vb) (x) = Ys + rea), EER 17s fudr | <C" 


但 是 Re|vcz)pCz)az 之 1, 从 而 1%) LC". 

在 对 定理 4 的 陈述 作 过 这 些 变动 之 后 ,我 们 回 到 它 的 证 明 . 
只 需 逐 字 沿 用 TQ) 定理 的 证 明 , 不 同 的 只 是 通常 的 小 波 代 之 以 
小 波 内 ,后 者 的 抵消 性 是 适应 于 涓 数 5 的 . | 

以 构造 伪 积 作为 开始 .它们 以 一 种 非 线 性 方式 适应 于 函数 5 
E LURU RMA we PE BMOCR") 出 发 ,并 且 打 算 构造 
LOR") 上 的 一 个 连续 线性 算 子 T, RR — HRE rA y 上 ,就 
满足 通常 的 估计 ,此 外 了 还 满足 7Z(O) = BTC) = 0. 

为 了 构造 了 ,我 们 模仿 通常 的 伪 积 的 算法 . 即 令 Oe) = 


220(02 一 上 ,这 里 090€ DM’) foda = ],Â— 2 /a(k+e/2), 


e € EE. 设 wd = obod] ;我 们 有 Re | icz)gCz)az > 
L ,因而 |o@| <1. | 
WE 就 是 前 几 节 曾 构 造 过 的 〈 它 适应 于 2(Cz)). 定义 
aB, D = Do ,0 (Brod rh. 


Ac À 


其 中 (uv) -一 face td 
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首先 验证 算 子 TCAm =r, A) 的 核 满足 标准 的 估计 . 积分 
[oorgulrrdz BE, 并且 在 无 穷 远 有 bahal = 


OC\|x{~""!). BD bCx dix) 是 Stein 和 Weiss 的 互 ! 室 间 的 一 个 分 
子 . 注意 AG) 不 是 一 个 分 子 ( 它 甚至 都 不 属于 H). 最 后 还 有 
|B bgl <C2°-%" | Bllumo. 其 余 的 估计 容易 得 到 . 而 当 IWC | < 
C27 HTE 
K(x,y) = 2 EDYAN y — kg, (x) 
满足 通常 的 估计 . | 
现在 过 渡 到 LCS”) 连续 性 的 证 明 . 考虑 到 定理 2 ,必须 证 明 
24! fs A.) 1? | <Bsbdad 1? < Celu l FIL. (9.7) 


(9. 7) 的 证 明 可 归结 为 验证 对 所 有 二 进 立 方 体 Q 有 
>) (Boga |? < CIQI. (9. 8) 


AUTRA 


一 旦 建立 了 (9.8) , Carleson 不 等 式 直接 提供 (9. 7). 
为 了 验证 (9. 8)， 采 用 出 现在 第 5 章 定理 4 中 的 证 明 . 估计 

(9.8) 从 定理 2 提供 的 下列 “Plancherel AK” 
IF = Dba |, (9. 9) 


小 波 她 ;的 局 部 性 以 及 条 件 [poha adz — 0 得 到 . 后 一 条 件 允 
证 取消 BMO 空间 定义 中 的 “浮动 沉 数 ” | 
由 于 (8,6) = SB, bgi = BCE 2 的 推论 ) GER TO) 


二 2 HF [Prod = 0, HT TO) = 0. 

T (6) 定理 的 证 明 逐 字 沿 用 TA) 定理 的 证 明 . 借助 伪 积 校正 
了. 就 把 了 化 成 一 个 算 子 R, 它 满足 条 件 (9. 1),(9.2),(9.3) 和 
(9.6) 以 及 RÆ) ='RO) 一 0. 为 得 到 这 样 的 一 个 算 子 的 LES 
ME, GG fa aC HK AN) = (RODO bd) ,并 证 明 
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ee T 
27+ 2-7 + [R27 — R27 |S! 
(9. 10) 
—H (9.10) 被 建立 , R 的 连续 性 就 由 Schur 5] FE HEM He. 
为 证 明 (9.10) ,只 需 沿用 在 反对 称 情 形 所 用 的 方法 ,细节 留 
给 读者 . 


jrC(A,X) | < czowe] 


10. 空间 H: 


仍然 假定 5€E LR") 和 Re blr) > 1 JL REAR A. 我们 现 
在 要 定义 的 空间 可 仅 是 通常 的 Hardy 空间 的 一 个 仿制 品 , 同样 
其 对 偶 BMO, 仅 是 BMO 的 一 个 仿制 品 . 不 过 它们 有 一 个 长 处 , 即 
其 抵消 性 是 适应 于 “ 复 测度 ”6b(zx)dz 的 ,并 且 因 而 直接 联系 着 
“了 (2) 定理 ” 

RW S E Hi, 如 果 Of 属于 Hardy 空间 WOR") Gk H 
Stein 和 Weiss 给 的 实 变量 说 法 ). MAIL, HO HI PR ARE — À 
原子 分 解 f(z) = > aaz) AE Dla] oo, fi a(x) 在 下 列 
意义 下 是 原子 :存在 一 个 相应 于 a;(x) 的 球 B;, 其 体积 为 1B,| ,使 


Bah RET Balal S 18,1 ', 并 且 [a badz 一 0. 
下 列 结 果 远 非 显 然 . 


命题 6 适应 于 ba) 的 小 波 内 形成 囊 ; 的 一 个 无 条 件 基 . 
我 们 要 证 明 一 个 更 精密 的 命题 . 对 所 有 À = CR + e/2)2 E 
A,eE€{0,1})",e 关 0, 把 由 r kE [10,1[ 定义 的 二 进 立 方 体 记 


E A ,那么 以 下 两 个 性 质 是 等 价 的 
[2 lea) PRW € Lida), (10. 1) 
QA) z 
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> aAA) € Hi. (10. 2) 


事实 上 , 用 pà © A 表示 标准 正 交 小 波 的 通常 基 ( 相 关于 b 
= 1 并且 有 正则 性 >) ,并 考虑 由 了 (图 ) = 多 定义 的 算 子 J. 于 
是 J 的 分 布 核 是 之 /网 (z) 内 (>) ,而 这 个 分 布 核 在 x y 上 的 限 


制 满足 用 来 定义 Calderon-Zygmund + AY Hit. Al pA € A, 
是 LOR") 的 无 条 件 基 这 一 事实 推断 出 J 的 连续 性 . 由 此 得 知 
J 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 . 用 B 表示 乘 以 blir) 的 逐 点 乘 
法 算 子 ,并 考虑 算 子 了 = BJ. RNA TA) = 0, 而 第 7 章 定理 3 
蕴涵 T 在 通常 的 空间 A bee Se. 这 表明 7 从 H'EI HE 
BE. 然后 证 明 JCA") = 大 ,为 此 只 需 验证 J CH) CH. 

.三 ! 的 分 布 核 是 24 PDO), 这 表明 .三 = 上 LB, 这 里 


了 是 一 个 满足 (1) = 0 的 Calderon-Zygmund 算 子 . 然后 只 需 再 
次 应 用 第 7 章 定 理 3. | 

于 是 我 们 的 算 子 了 是 WA APS. (0.1) 和 
(10.2) 间 的 等 价 性 即 从 第 5 章 定理 1 得 到 . 

在 分 布 和 检验 男 数 之 间 的 目 然 对 偶 中 , 厂 的 对 偶 空 间 是 
BMO,. — ix f 属于 BMO, , 当 且 仅 当 了 = 而 xxEBMO. 另 
一 特征 刻画 是 序列 Cf .d,) AC 4A, 满足 通常 的 Carleson 条 件 . 

Hi; 这 个 空间 目 然 地 联系 着 来 自 复 分 析 的 Hardy 空间 . ROC 
CER EE x 的 取 实 值 的 一 个 Lipschitz 函数 alr) HAR. 又 设 
Ni “ET FH” HRR. m QET EF” y >al) Æ 

义 ) 的 开 集 . 空间 H) 由 在 OA ee 


sup| |F(z + tr) |ds 

roy à 

有 穷 的 函数 F(z) 组 成 . 同样 定义 H). E FP BF H), J 
么 在 LD) 范 数 和 儿 了 处 处 的 意义 下 ,LimF(z + it) = F(x) 存 


在 ,并 且 对 所 有 n € Q, Fe) =| FE ae. Hes 
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21) pr Z — Zo 


Be SRM FE HO). 余下 的 问题 是 描述 由 这 些 边 值 组 成 的 
Banach 空间 . 为 此 ,利用 研 的 通过 横 坐 标 x 的 参数 表示 (z(x) = 
x +ia(x), — œ <r < o), F ba) = 1 + idla), WA 

FE H'(N,)SF(2z(x)) = f(x) € HR), (10. 3) 
和 


| F(a) (2(a2) — z) z! (XxX)dx = 0, 对 所 有 z: € R. 


(10. 4) 

换 句 话说 , H' (09) 等 同 于 LTÉE TE, 对 
H'(Q,) 亦 然 . | 

注意 HEWTATESN) HR) 和 HND) 的 直 和 . 事实 
上 ,把 Cauchy 算 子 去 | (5 — 2) 1fCOdEé 的 (从 上 或 从 下 取 的 ) 
边 值 应 用 到 任意 一 个 水 数 f € ABD S = fi ff EPS, 
E H'(Q,),1n jf, € HA). 这 个 Cauchy 算 子 在 空间 AH}! LAE 
SEU FE VOR) 上 的 连续 性 和 第 7 章 定 理 3. 事实 上 ， 核 
Kx,y) = 2 (x) (x) — z(y)) ! 关 于 yy 具有 必须 的 正则 性 并 满 
E [K yda 一 0 (以 常数 为 模 ). 为 了 从 这 些 形 式 的 考虑 过 渡 到 
精确 的 陈述 ,只 需 再 次 用 由 

KrCryy) = (rx)L (zz) — z(y)) + ie) 
— (z(X) — z(y) HT) '] 

E 又 的 正则 核 玉 。r 通 近 核 K 

下 的 一 个 值得 注意 的 向 量子 空间 是 由 特 珠 的 原子 产生 的 空 
间 , 把 这 个 空间 记 作 BY , 它 由 形 如 2 40 C0 Halt PH fe HA 
成 ,其 中 > eA (2°77? < co; 这 个 级 数 定义 了 在 部"! 内 的 范 数 . 


ac A 


在 情形 blr) = 2) (x) = 1 +ia (x) HH —M<La (x) <M 之 下 ， 

PRET Cz) Cz 一 Ze) 限制 在 r 上 时 属于 Be- AHE Ô (za) 表示 

从 专 到 醋 的 距离 ;而 Oe) — 2° ££ BAN EMR RY 
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C(M). 
“特殊 原子 ”形成 BY'! 内 的 一 个 完全 部 分 ,更 精确 地 说 ,所 有 函 
数 fe BWA 


f(x) = > AMOR) (z a) ,z= (a), (10. 5) 


He, & DM DA] < o. 

这 个 原子 分 解 的 证 明 是 读者 可 在 [73] 中 发 现 的 相应 于 a) = 0 
的 证 明 的 直接 改写 . 反之 , (10. 5) 中 所 写 的 级 数 收敛 到 如" 中 的 
RM. (10. 5) 直接 提供 了 BORMA Bergman 空间 BQ) 和 
BO.) HAAR A € BO), HAY Se 全 纯 且 
| PG) ldedy < .为 得 到 这 一 分 解 ,只 需 在 (10. 5) 右 端 组 


合 所 有 相应 于 za € 2 的 项 以 定义 fil). 

用 BY (Q,) 表示 Bloch 2 H, EA 2 & ash HF 
supd(z) |f (z)| 有 穷 的 函数 f(z) 组 成 . 

在 参照 Hilbert 空间 1L2(T,ds) 上 考虑 双 线 性 形式 Bg) = 
[S Oe dde, RER AER 4 节 一 般 定义 中 的 特殊 情形 5(z) = 
1 十 ie(z). 那 么 Hardy 空间 H?) 的 对 偶 正 是 H°(0,) ,只 要 对 
偶 是 由 双 线 性 形式 B 定义 . PEE, HOD) 是 L'(T,ds) 的 一 个 
向 量子 空间 ,Hahn-Banach 定理 提供 表示 AU) = | f Ch) ds, 


其 中 hE L'(T,ds), Bid h(s)/2'()) = og + gs, 这 里 2, € 
H? (QO). g: € A’2,) 3X hoa we OW) 上 由 Cauchy 核定 义 
的 算 子 的 连续 性 提供 . 由 于 f(z) 和 g(z) BF WO) RNA 


[Se (z)dz = 0. TEE FA = | Log: dz EME 


那样 , 逆 命 题 是 显然 的 . 类 似 的 推理 指出 HH*(Q,) 的 对 偶 是 
H" (2,), AE 1<Lp Loo,l <q Loæ,l/p + 1/q = 1. 最 后 ， 
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AN(Q,) 的 对 偶 是 BMO), m B'O) 的 对 侦 是 B~ (02,), 只 要 
对 偶 由 | Sede EX. 

后 一 断言 的 验证 是 错 有 兴 昧 的 . 特殊 原子 Ow) Gelar) 一 w), 
we 2, 生成 了 BEA) ,而 为 了 验证 一 个 全 纯 函 数 g;:Q, 一 C 属于 
B'(0,) 的 对 偶 , 只 需 保证 


Ô Cw) Ike — w) *glzjdz{/<Cc. (10. 6) 


但 | c 一 wj)’glz)dz =— 2xg'(w)， 从 而 (10.6) 表明 
supd(w) le’ Cw) | < C/2x. FRAT RE a BR SRO, FA AE IX — 


事实 源 于 我 们 关于 H) 和 H?) ZB ENNER. 

因而 这 里 发 生 的 一 切 表明 沁 数 (Cz — w), w € 人 ,犹如 属于 
H° (0) 的 小 波 ,经 过 同 O) 或 02 内 全 纯 函 数 的 其 它 空 间 的 
对 偶 , 使 我 们 用 简单 的 条 件 分 析 这 些 空间 . 自然 人 和 02, 扮 演 对 称 
的 角色 .同时 这 些 函 数 (z — w) ow E 0 人 2,, 作 为 “原子 ”, 经 过 适当 
的 线性 组 合 , 可 以 表示 Q EW EARR. 

最 后 提 及 空间 BoE BY BRM. 一 个 分 布 S 属于 
B2” , 当 且 仅 当 我 们 有 KS l LKC2UPE AEZ ERKE 
我 们 注意 到 BL UBM Or) 为 模 定义 的 .在 6(x) 二 1 十 ia' (x) 
这 种 情形 ,所 有 分 布 SE Bl DIE RBM S — 55 十 5bS;, 其 中 
Si € B(M), m S: € B° (2). 


11. Tb) 定理 的 一 般 陈述 


KR TDR) 一 WR) 是 一 个 连续 线性 算 子 . 首先 假定 了 
具有 弱 连 续 性 ,这 是 上 :连续 性 的 一 个 必要 条 件 . 其 次 假设 T 的 分 
HR S(x,y) 在 工 夭 yy 的 限制 是 一 个 满足 |ZL(z,y)| 委 Colz 一 
yl "的 函数 工 (z,y)， 

那么 了 自然 地 扩张 到 紧 支 的 且 指 数 为 7 盖 0 的 Holder 函数 
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的 空间 ,而 奋 f 和 8& 是 两 个 这 样 的 水 数 , 那 么 TO.) 有 意义 . 

然后 为 陈述 作为 了 的 连续 性 的 必要 充分 条 件 的 补充 条 
F SERR 5. 我 们 假定 5 € LOR") ,Re 5b(X) 之 1. 还 假定 LG, 
y) = 5(T)K(X,y)b(y), 其 中 大 (x,y) 满足 (9.1), (9.2) 和 
(9. 3). 

这 时 可 陈述 了 的 连续 性 的 一 个 必要 充分 条 件 . 这 个 条 件 
RIRE RAI TO) ATO). 我们 应 当 定 义 这 两 个 数学 对 象 . 若 
HAC 人 4, 表示 定 理 2 的 全 体 小 波 〈 其 正则 性 r >) ,我 们 试图 赋 
FTA) di) 一 个 意义 . 

为 此 ,以 处 理 更 一 般 的 《TT(1) ,wu) 作为 开始 ,这 里 是 一 个 紧 
XAI Lipschitz FR ,3f HE MOTTE = Q. 

于 是 Ta) == o 是 一 个 分 布 ,但 在 u 的 支 集 之 外 有 


alx) 一 [ODK Cr rob raulr) dz = Olr, | "T. 


这 是 因 为 可 用 利用 核 关于 x 的 正则 性 和 |5(z)u(z)dx = 0 这 一 
事实 . 由 上 可 得 (0,1) 有 意义 . 

为 从 (有 紧 支 集 的 ) 特殊 情形 过 渡 到 (Lipschitz 的 ,指数 下 降 
的 且 满 足 feed = 0 的 函数 à 的 ) 一 般 情形 ,我 们 利用 引 
理 6. 

小 波 系数 BA = TO) J) 确 有 意义 ,并 且 若 这 些 系数 满足 
Carleson 条 件 D, 18) |? <C,|Q], Mir TU) € BMO,. 对 系 


QUOTA 
数 CTO). J) 有 同样 的 注释 . 
现在 是 陈述 “了 (2) 定理 ”的 时 候 了 . 
定理 $ 沿用 上 述 记 号 ,T 能 够 扩张 为 LR) 上 的 一 个 连续 
线性 算 子 的 必要 充分 条 件 是 了 具有 弱 连 续 性 并 且 TO) € 
BMO, ,'T'(1) € BMO,. 
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定理 5 的 证 明 是 定理 4 的 证 明 的 一 个 简单 改写 , 杷 不 蓉 述 . 
12， 对 于 复 分 析 的 应 用 


作为 定理 5 的 应 用 ,我 们 回 到 作用 在 空间 L'(T,ds) 上 的 
Cauchy 核 的 例子 ,其 中 T 是 一 条 Lipschitz 曲线 . 再 不 必 利用 可 积 
Poa, MRRP. 依旧 用 ar) 表示 实 变 量 z 的 取 实 值 的 
一 个 Lipschitz AA. FABER — M <a'{(x) <M. 然后 作 核 KG, 


z (XT)z Cy) 一 个 
D 一 BPE PHM OH Ka) < Cla 


y|-, 而 核 K 的 反对 称 性 允许 定义 分 布 S = vip. K. 这 个 分 布 属 
于 SCR?) HAE PERARER FT: ZR) 一 PR) 的 分 布 
核 . 为 建立 了 在 LR) 上 的 连续 性 ,只 需 验证 以 x 为 模 , TO) = 
0. 这 个 等 式 本 质 上 基于 Cauchy 公式 . 我 们 有 TA) € BY”, RA 
话说 ,T(1) 是 B91 上 的 一 个 连续 线性 型 , 通过 对 a(x) = 
Czo (zx) — 20) Cz & PF) 计算 (TQ),a) Bye TO) 在 整个 
B EE. 由 于 所 用 的 原子 形成 Br 中 的 一 个 完全 部 分 , 计 FE 
述 那些 值 是 足够 的 ， 最 后 算得 


(T'(1),a) = lim |] (z — 2) lz — w) dzdw = 0 
et 0 {| Rez— Rew | =e} 
先 对 z 再 对 w 积分 即 可 得 之 . 


13. 相应 于 TO) 定理 的 算 子 代数 


我 们 依旧 假定 € L°CRD 和 Re 5b(zx) 宇 1. 设 TT 是 一 个 满足 
定理 5 假设 的 算 子 . 能 否 把 了 扩张 成 一 个 在 Hi 上 的 连续 线性 算 
PAT ELR) 上 连续 并 且 TO) = 0 时 ,回答 将 是 肯定 的 . 
但 这 两 个 条 件 引 导出 一 个 在 A (Stein 和 Weiss 的 通常 空间 ) ER 
值 的 到 上 的 连续 线性 算 子 . 变换 原来 的 问题 将 得 到 满意 的 结论 . 
令 7 = BL, 这 里 BRR br) 的 逐 点 乘法 算 子 . 

190 


TERT L 的 分 布 核 当 限制 在 y 关 x 上 时 有 形式 Kl, 
yoy) AE (x,y) 满足 通常 的 条 件 (9.1),(9.2) 和 (9. 3). 

FF LE LCR") 上 的 连续 性 和 条 件 TO = OCA RR OW 
模 ) WA LEZ 二 上 的 连续 性 . 令 工 一 MB, 并 对 M 应 用 第 7 
章 定理 3 即 可 证 明 这 一 事实 . 

E LO) 一 0, 同 一 算 子 工 在 通常 的 BMO 空间 上 将 是 连续 
的 ,用 (第 ?7 章 的 ) 同一 定理 3 的 推论 即 可 证 之 . 

iS 是 在 H} EA BMO 上 连续 的 上 述 类 型 算 子 也 的 族 .我 
们 要 验证 ÈS OL) 的 一 个 代数 .为 验证 这 一 结论 ,沿用 第 
8 章 所 用 的 方法 . M OA Daneaxatem LEEM 2 中 的 小 波 
基 pA © A) 中 的 矩阵 . OPY (7 是 在 谈论 相应 于 工 的 核 
K(xr,y) XF x Al y 的 正则 性 时 出 现 的 ), 那 么 rA, N) 属于 RU. 
反之 Ik PRB Ay,L 的 分 布 核 是 

SD TAN bila da (Pb CY). 


容易 验证 ( 逐 字 重复 b= 1 时 所 作 的 计算 ) 世 属于 SGA KG, 
V = D, DTA Ady Co) 满足 8 二 7 时 的 (9.1),(9.2) 和 


(9. 3)). 


一 切 都 跟 b = 1 的 情形 一 样 ,引进 Banach 代数 A(5,7),0 二 7 | 


三 1, 它 由 算 子 工 组 成 ,这 里 的 工 在 基 内 (4 € A) 内 的 矩阵 属于 
Cy, 定义 不 依赖 于 基 的 选取 . IR b = 1 的 情形 不 同 ,代数 AG,7) 
不 是 目 伴 的 . 正 由 于 此 ,在 定理 5 的 证 明 中 不 能 使 用 Cotlar 引 理 . 
事实 上 , 苦 了 属于 AG,7),T 在 右上 和 在 BMO 上 连续 ;由 此 得 
T 的 转 置 在 AD 上 和 BMG 上 连续 . 这 就 使 得 必须 配合 以 乘 以 
bCx) URERA T B, 才 能 得 到 一 个 属于 AG,7) WAT. 

代数 多 还 可 利用 小 浪子 以 阐明 . 事实 上 ,LE LZS, 4 ACY 
对 满足 (6.3), (6. 4) 和 (6.5) 的 整个 族 wà € A, HR w = 
Low 将 仍 满足 这 些 估计 《指数 和 8 或 许 不 同 ). 基于 这 一 观点 ， 
可 证 算 子 LE SH L'ÉSPER FU 5. 事实 上 BESEL, 
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BERRY d'a, HAE D la le) < CI F 
ELA = D jeun, Kw, = LG). 只 需 利 用 命题 5 便 得 结 
论 . 


14. 推广 到 向 量 情形 


当 我 们 研究 相应 于 一 个 Lipschitz 图 象 的 Hardy 空间 时 (第 
12 章 定 理 5) ,将 需要 定理 4 的 Hilbert 类 似 . 

为 此 ,必须 引进 空间 BMOCR’; H), HB H 是 一 个 Hilbert 空 
间 . 如 果 f(x) 是 局 部 平方 可 积 函 数 , 取 值 在 HAHA ER À 
C, 使 对 所 有 的 球 BC RR", 可 以 找到 一 个 向 量 Y(B) € H fE 


, 1/2 
| TH] | en — YB) jd] <C, 


则 说 /属于 BMOR'; H). 

若 f(x) 属于 BMOCR’;H) Xit YE 4, 是 由 定理 2 提供 
的 水 波 , 则 小 波 系数 aA) = HOTTE 属于 HARE 
Carleson 条 件 

>} lel} <CIQI. (14. 1) 


QAT 

借助 这 个 注释 ， 便 可 沿用 定理 4 的 证 明 , 并 且 得 到 定理 4 的 
向 量 说 法 ， 我 们 现在 就 来 叙述 它 . 

从 核 玉 :及 " 义 及 "一 五 出 发 CH 是 一 个 Hilbert 空间 ), 它 使 A 
+ la yD WK an BF LO OR’ XRY ,假定 对 于 某 个 指数 
YE jo,1j 和 某 个 常数 OA 

IK (rs lu S Clr — vi” 

IK C2’ sy) — Kas lu SCl — x fx — yl K r 


1 
x | <-lr — pl 时 ， 
IK Cr, y) — Kaya SC ly — yl lr yi lz-y| 7,4 
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] 
| — yl Slr y| 时 . 


2 
又 假设 存在 一 个 常数 Cl 使 对 所 有 球 BCR F 
| | Kotoa] dx SC |B|, (14.2) 
B B H 
以 及 
| | ECz,y)6(z)dz| dy <C,|B|. (14.3) 
B E H 


那么 对 数值 函数 € LOR 由 Tf(x) = [K ody 


定义 的 算 子 了 从 LCR) 到 LRH) 连续 , 并 有 
ITI SC, = C: (Co Cion, Illl). (14. 4) 
证 明 是 我 们 在 数量 情形 所 给 证 明 的 直接 抄写 . 


15. 推广 到 复数 域 代 以 Clifford 代数 的 情形 


设 a; R" 一 R 是 一 个 Lipschitz RR. 考虑 核 
天 (zyy) = 
da | da 
a(x) — aly) — (zi — yı) ay, O? — ee — (Tn — Yn) ay, D? 


[la — yl? + (a(x) 一 aly)? 


由 Calderon 提出 的 问题 是 要 知道 是 否 存 在 一 个 连续 性 算 子 
T;L?(R" dr) > LR ,dz), x FE VOR). Eel A TON) = v.p. 


[Kody EX. 
定理 2 直接 提供 在 情形 n 一 1 下 的 结果 ,这 是 由 于 在 这 种 情 
形 ，K(zy,y) 是 相应 于 zx) 一 工 十 za(z) 的 Cauchy 核 
dz(y) 的 虚 部 . 


z(xr) — z(y) 
由 第 9 章 的 结果 知 了 实际 上 在 UCR") 上 是 连续 的 . 马上 会 
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看 到 对 所 有 JE LCR 和 几乎 所 有 的 xz € Rvp. (KO, 
wih wdy FA. o 

我 们 打算 叙述 TO) 定理 的 一 个 推广 , 它 可 直接 应 用 到 双 层 
位 势 而 无 需 借助 于 旋转 法 . 

以 回顾 Clifford 代数 4 的 定义 作为 开始 . 这 个 代数 是 及 上 的 
一 个 2" 维 向 量 空间 ,A 的 一 个 其 由 向 量 es 组 成 ,这 里 S 是 (1,2， 

mi 的 任意 一 个 子 集 . 它 暂时 只 不 过 是 标记 2 THEMES. 
请 看 这 些 向 量 es UIT AAR. 

BES = p, es 是 4 的 单位 元 . 然后 要 求 A, FE FH erate vem CLA € 
RE eus 等 等 ) 产生 的 结合 代数 . 4, 中 的 关系 由 e =—1LISj< 
m 和 了 和 天 有 时 ee 一 一 ee 产生 . 

这 就 允许 定义 乘积 eser XE SAT FE (1 esm) 的 任意 两 
个 子 集 ,并 且 得 到 eser =$ er, R 是 S 和 T 的 对 称 差 ,并 且 容 易 
确定 要 选择 的 符号 . 

我 们 把 向 量 空间 IR" 利用 tostis s En) HOS 2x + me 十 
… 十 zwen 单 射 到 AA. 这 样 确定 的 元 素 称 为 Clifford X. & x = 
Lo — Le 一 … — Xmem; 则 有 lel? = xx = ri, + at ter fai. 
由 此 可 知 所 有 非 零 Clifford 数 在 Clifford (URC ze A, FH 
道 也 是 一 个 Clifford 数 . 

为 了 返回 到 奇异 积分 理论 ,从 一 个 取 值 为 4% 的 Clifford 数 的 
— PRM b E LRO 出 发 .于 是 有 b) = d(x) +O (HE, + + 
+b, (Den BARE bo (x) 1. Am = 1, AWTS BMH E 
到 条 件 Re br) > 1. | 

我 们 要 研究 的 算 子 通过 分 布 核 SCz,y) KEX, CE A= A, 
内 取 值 , 算 子 作用 在 值 域 在 À 内 的 属于 ARY RRE. 这 个 作 
用 由 乘积 SSO) 的 积分 来 实现 . 而 这 里 的 乘积 是 在 A MIE 
法 的 意义 下 计算 的 . 

r= > veses 的 范 数 是 lela + [> Las |? | ,将 假定 限制 在 x 
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Æ y EEF SCx,y) 满足 
Sr, y) = b(r)K(xr,y)b(y), 


其 中 
Kez, yla XQ = |x— yl", (15.1) 


当 |x! — al <} |e ylit, KC 9) — Klary) la KC lr 


— r|” jr — yi "7, (15. 2) 
当 [y Sir ol Ky) — Kay) la KC ly 
— y ez — y, (15. 3) 


其 分 布 核 SCz,y) 满足 上 述 条 件 的 算 子 了 的 严 连续 性 等 价 
于 下 列 三 个 条 件 全 体 : 


T ELR) 上 的 弱 连 续 性 ， (15. 4) 
TG) 属于 BMO,, (15. 5) 
TO) 属于 BMO, (15.6) 


这 个 定理 的 证 明 可 由 改写 小 波 多 的 构造 以 适应 Clifford 代数 
(正如 P. Auscher 在 文献 [3] 所 作 的 那样 ) 而 得 到 . 这 就 得 到 
LRK) 的 两 个 无 条 件 基 内 和 dé. 第 一 个 基 满 足 À E VELLA 
[BOS adr = 0, 只 要 XE AIA SRF 仿 ( 这 里 写 出 来 
的 所 有 函数 均 在 4 中 取 值 ). 第 二 个 基 满 足 转 置 条 件 : 当 4 天 从 并 
Hey, Bt, [OCS On) (odz = 0,(f 在 A 中 取 值 ). 最 后 还 
有 当 A EN 时 ， [PCr ron) E (ax = 0, 4A=2 时 ， 
face Gode = 1. 一旦 这 些 基 构 造成 功 ,数值 函数 情形 的 
证 明 就 不 难 改写 得 适用 于 向 量 情形 了 . 

为 把 这 些 考虑 应 用 到 双 层 位 势 问 题 ,考虑 在 去 掉 对 角 面 的 IR” 
x R' EH 


Cx, — vide + ee + (x, Valen — (ax) — aly)) 


L(x,y) 一 Re 7 y)? + (a(x) — aCy))? JTD 
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定义 的 核 , 其 中 aR" 一 及 是 一 个 Lipschitz 函数 ,而 LC(r,y) ER 
数 4A, 的 Clifford 数 的 向 量 空间 中 取 值 . 


考虑 函数 
ga da 
b(x) = | 一 ar,” ~— oe 3x. ? 
并 构成 反对 称 核 


天 (zyy) = d(x) Liz, y)bCy). 
这 个 核定 义 一 个 分 布 v.pP. 天 (zy € SCR" XR) EERE A 
内 取 值 ,用 T 表示 以 v.p. Ka, y) 为 分 布 核 的 算 子 ,7 显然 具有 
性 质 (15. 4), 而 了 的 局 连 续 性 将 从 等 式 T(1) = 0 得 到 ,我 们 现 
在 就 来 建立 这 一 等 式 . 
为 此 ,利用 等 式 
v. p. |La, YE Fdy 


= IE 
+ 2 tie À EE — aa > de jay, (15.7) 

其 中 4 ER, HE G +) TU, 

等 式 〈15.7) 是 Green 公式 的 一 个 直接 推论 , 它 可 写成 更 涩 
缩 的 形式 . 

= (Ro + Rye + Rie, Ce 十 … + ed), 
其 中 , R 的 核 局 部 可 积 . 更 精确 地 说 ,有 
RiGzy) is 委 Cr 一 3 人 arRiz y) Clr— yl ", 

aayiRRiCzy ys 县 Clz 一 3 和 197/arsorRiCry)| K Cla — 
yl”. HE TO) = 0 这 一 结果 . 


— ay} T 


16. 补 ， 充 


建立 7() 定理 之 后 ,David ,Journe 和 Semmes 曾经 研究 加 在 
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一 个 给 定 的 函数 5 € LOR") 上 并 能 推出 满足 TO) 定理 假设 的 
所 有 奇异 积分 算 子 的 :连续 性 的 尽 可 能 一 般 的 条 件 是 什么 . 
HERMANN Re b(x) > 0 > 0 可 减弱 为 
inf qiy || bde] > 6 > 0, 下 确 界 是 对 Rd 的 所 有 方 体 取 的 - 这 
个 新 的 充分 条 件 好 处 在 于 适宜 于 研究 在 一 条 Lavrentiev 曲线 上 的 
Cauchy 核 ,该 曲线 以 弧 长 作 参 数 的 参数 表示 记 作 zx), — oo <1 
< o. 那么 Q 形 如 [xz ,要 ,并 且 若 bt) = 2), MWA Je) 一 
z(s)| > à. 最 后 David Journe 和 Semmes 发 现 了 对 国 数 b(x) € 
LORO 所 加 的 必要 充分 条 件 ,该 条 件 列 涵 满足 了 (2) 定理 的 假设 
的 所 有 和 奇异 积分 算 子 的 上 连续 性 . 这 个 条 件 是 存在 两 个 常数 Y > 
0 A o> 0, 使 所 有 立方 体 @ 必 R" 包 含 一 个 体积 IQI YQ] 的 
FI Q IH QE gaT |242| So COTE. 
Tchamithian 的 结构 成 了 十 分 话 路 的 研究 的 出 发 点 ,其 中 的 大 
R. Coifman,P. Jones 和 Semmes 以 最 简单 并 且 最 纯朴 的 方式 
修改 了 Haar KAT € .ZF ,为 构造 满足 fa (x)b(x)dz = 0 的 
hy (z) ,在 了 的 左 半 部 上 ,他们 令 hf QG) 一 9 而 在 了 的 右 半 部 上 ， 
S hf (a) 一 局 .并 县 让 邮 的 支 集 是 了 工 依靠 对 这 些 常 数 的 机 智 的 
选择 ,hf JC Z, À LR) 的 一 个 Riesz À, 并 且 可 以 代替 在 
T (b) 定理 证 明 中 的 Tchamitchian 的 基 (164 ]). 
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多 重 线 性 分 析 是 走向 本 卷 行将 研究 的 非 线 性 问题 的 道路 之 
一 , 仅 当 非 线性 问题 呈现 全 纯 结 构 ,使 得 有 一 个 复杂 性 增长 的 多 重 
线性 项 的 分 解 时 ,这 一 道路 才 是 可 通行 的 . 这 一 方法 包含 了 一 个 本 
质 性 的 前 题 , 非 线性 问题 所 需要 的 全 纯 结构 在 证 明 多 重 线性 级 数 
的 收敛 性 后 方 能 建立 .A. Calderon 是 实践 这 一 方法 的 先驱 者 ,我 
们 所 介绍 的 一 些 例 子 即 来 源 于 他 的 计划 . 另 一 些 则 属于 OT. Kato 
和 其 他 发 现 者 ,例如 A. Mcintosh, Calderon 计划 跟 Kato 计划 的 
KARE SF UE RE A9 ER. 

上 述 例 子 的 研究 中 遇 到 的 多 重 线 性 算 子 是 Colderon-Zyg- 
mund 算 子 ,其 连续 性 用 本 书 第 2 卷 所 发 展 的 方法 来 建立 . 小 波 本 
身 , 作 为 仿 积 的 若干 实现 的 固有 号 数 , 重 新 出 现 于 最 后 一 章 , 该 章 
讲述 J. M. Bony 的 仿 微 分 算 子 理论 . 
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第 12 章 广义 Hardy 空间 


Dll} 


1. 4] 


设 荆 是 复 平面 上 一 条 延伸 到 无 穷 远 点 的 可 度 长 Jordan 曲线 . 
用 z(s) RAT VILE * 为 参数 的 参数 表示 , 它 满足 lim 1z(s)| 
就 有 | Ss < .为 使 记号 固定 ,假定 厂 定 向 将 是 方便 
HJ. Jordan ERER T EC 中 的 余 集 具有 两 个 连通 分 支 2 和 
N. 

我 们 人 研究 的 对 象 是 广义 Hardy 空间 H’), CRE Q Sh 
并 在 一 个 十 分 精确 的 意义 下 在 卫 上 有 一 个 属于 LOT, ve 
OCF) FY PRIS F(z) 组 成 .于 是 空间 HET OL?) a — 
子 空间 . 这 个 闭 子 空间 仍 记 作 HA), 市 不 必 计 较 记号 的 温和 f 
BY F AYE F—O(F) ,依靠 Cauchy 公式 


lf f® 
2ni r6—2z 


Hy SES ARE FOO 这 里 假定 了 人 2 Bee 
侧 的 开 集 . 其 实事 情 并 非 如 此 简单 ， 并 且 存 在 着 H) 空间 的 三 
种 可 能 的 定义 . 当 O 是 一 个 Smirnov 区 域 时 这 些 定 义 一 致 ,而 我 
们 知道 Smirnov 区 域 这 个 条 件 不 依赖 于 p € jl,cef . 
Calderon 提 的 问题 是 要 知道 ,对 于 1 二 p < ,空间 12( 丰 ) 是 
M I) AC) 和 AP? (02,) 的 直 和 ,依靠 对 应 的 迹 算 子 0 A O, 
后 两 个 空间 以 L* (TT) 的 闭 子 空间 作为 其 实现 . 


F(z) = 


dt (1.1) 
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多 亏 属 于 G. David 的 一 个 定理 (193]) ,今天 我 们 知道 如 何 刻 
男 这 些 曲 线 厂 的 特征 . 这 恰好 涉及 到 在 Ahlfors BM FIED HA 
线 ; 即 这 样 的 可 度 长 曲线 ,对 某 一 个 津 数 C 二 1, 所 有 xz。E CC 和 所 
AR> 0, 集合 Elzo,R) 的 测度 不 超过 CR, 这 里 Elzo,R) 是 使 
lz) zn SR HER RE. 这 个 条 件 要 求 荆 不 要 有 “ 太 多 的 之 
字形 ”而 比方 来 说 ,|zl“sin(1/z) 的 (可 度 长 的 ) 图 象 就 破坏 了 这 
一 条 件 ,其 中 1<a<2. 

本 章 的 目的 是 证 明 G. David 的 定理 .目前 ,我 们 安排 两 条 道 
路 . 一 个 利用 实 分 析 手 段 ,并 已 在 第 9 章 中 谈 到 过 . 另 一 个 基于 复 
分 析 ,并 且 提 供 了 Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 核 的 连续 性 的 最 简 
单 的 证 明 . 

G. David 的 证 明 构 成 了 由 D. Burkholder 和 R. Gundy 所 引进 
的 方法 的 一 个 几何 变 体 ,该 方法 的 基础 是 "好 入 不 等 式 ” 这 个 方法 
必须 有 一 个 出 发 点 :Lipschitz 曲线 上 Cauchy 核 的 连续 性 . 

因而 我 们 从 相应 于 一 个 Lipschitz 开 集 的 Hardy 空间 这 一 特 
殊 情 形 开始 讨论 . 等 式 L = H) +H) 将 得 到 三 个 不 
同 的 证 明 ( 其 中 “最 简单 的 证 明 ” 是 P. Jones 和 S. Sermmes 所 给 
的 ). 然后 仿效 G. David, 用 实 变量 方法 证 明 他 的 定理 . 在 证 明 过 程 
中 ,我 们 把 由 了 (2) 定 理 定 义 的 算 子 代数 跟 作 用 在 UV) EH 8 
奇异 核 天 (zz) 结 合 起 来 . 


2. Lipschitz 情形 


下 面 一 直 设 TCC 是 Lipschitz 函数 a: RR 的 图 象 . 我 们 有 
= V1 十 a ?(r)dr, HHË — ML LM, MWE dr ds L 
ne 从 而 空间 L'(T',ds) 等 同 于 L CR, dx). 
FA, 表示 由 y> a(t) 定义 的 开 集 ,而 用 Q REAR y > a(x) 
定义 的 开 集 . | | 
Hardy 空间 的 定义 建立 在 平行 曲线 的 基础 上 . 人 们 注意 到 ,对 
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Prac > DT + it AT h 内 ,这 就 使 下 列 定 义 有 意义 . 


定义 1 RFO) 是 一 个 在 人 2 内 全 纯 的 函数 ,我 们 说 F(z) € 
H?(0,),0 < p < œ, WME 


1/p 
sup[ | Etas] = Fa <0. 
tO Poir 


Ean wel | Fe + tas] <o 
开头 先 局 限于 1 反之 二 ce 的 情形 ,我 们 打算 证 明 下 列 定理 . 


定理 1 假定 1 二 p 二 吕 . 若 下 属于 Hi (021), 那 么 由 EC) 
= F(zg+ir),z€ Tir >0, €X UD) HRK F., r0 几乎 处 
处 和 按 L? 范 数 收 人 钱 到 一 个 水 数 , 记 之 为 6(F) 并 称 之 为 在 人 上 

eT OHO) EHO MLT 的 一 个 闭 子 空 
间 之 间 的 一 个 同 构 ,该 闭 子 空间 仍 以 A?) dz . 

对 所 有 函数 € LA yds) ,下 列 条 件 等 价 

存在 一 个 有 理 分 式 函 数 的 序列 R;C2), (SLL dy 

ROM AI 太 , 该 序列 在 无 穷 远 为 零 并 在 A 的 邻 域 内 全 纯 . 


(2. 1) 
对 所 有 xz € Dns) PO ae = (2. 2) 
f E HA). (2. 3) 


若 等 价 的 性 质 (2.1),(2.2) 或 (2.3) 中 的 一 个 成 立 , 对 所 有 zz € N 
有 


1 JE) 
T1 


F(z) = 7 Fd, J =F). (2. 4) 


(2.1) 和 (2.2) 之 间 的 等 价 性 恰好 表明 © 是 一 个 Smirnov 区 
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域 ; 当 瑟 是 一 条 任意 的 可 度 长 Jordan 曲线 时 ,正如 Lavrentiev 所 
指出 的 ([155]),(2. 2) RAWA. 1). 

定理 1 的 深刻 含意 在 于 它 是 一 -种 形式 的 “最 大 模 原 理 ”. 

如 果 我 们 预先 知道 f(z) 属于 HH?002), 但 不 知 如 何 计 算 F(z) 
在 CQ 内 的 范 数 ,那么 可 能 满足 于 以 [| Fas] “来 估计 
这 个 范 数 . 不 过 如 果 没 有 提供 预先 的 (知道 下 属于 OH’) xX) 
信息 ,那么 这 种 推断 的 方式 是 错误 的 . ARH REQ, = 
{y > 0} Ml F(z) = exp( 一 jz)(y 十 站-!, 其 边 值 属于 OR), 但 下 


不 属于 HCO). 
在 本 节 和 后 面 的 推理 中 的 一 大 部 分 都 是 不 得 不 为 克服 这 一 困 
难 而 作 的 . 


定理 1 的 证 明基 于 下 列 引 理 提供 的 (2.4) 的 一 个 通 近 形式 .其 
中 为 简单 计 , 把 ©, 记 成 0. 


引 理 1 4 FORA’ (Q) ,那么 对 所 有 COOMA à = 
Zo 十 ia(Xo) 十 zo E02 有 
lf Fe 


F(z) = oni re — 2% IT. (2.5) 
o À FŒ) i 
和 0 一 2 上 EX À HOT. (2.6) 


为 建立 这 两 个 等 式 ,把 它们 纳入 通常 的 Cauchy 公式 ,其 中 的 
r. RAH — R£Lr<RFla(r) +7r< y<Lalx) + r 定义 的 曲 
边 梯 形 的 有 两 边界 . HS ROA oF IF. 


在 上 边界 上 的 积分 直接 放大 为 
| a <T FC + ir) tds | ‘elr), 
其 中 elr) 一 J Iz -Hir 一 z| tds | ` 


4 PA 0. 
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在 垂直 边 上 的 积分 用 Titschmarch 书 中 所 介绍 的 技术 处 理 ， 
我 们 回顾 一 下 这 一 技术 . “振动 ?垂直 边界 , 令 尺 跑 忆 区 间 LAM ,AM 
十 1], 取 所 用 的 Cauchy 公式 的 均值 ,就 把 在 牌 直 边界 上 的 单 积分 
换 成 了 重 积 分 ,再 利用 H* CQ2) 的 定义 从 上 估计 这 一 重 积 分 ,请 读 
者 参阅 [2291]. 

(2.6) 的 证 明 也 是 这 样 , 留 给 读者 . 

我 们 将 系统 利用 的 第 二 个 材料 是 下 列 知识 . 


引 | 理 2 设 K,(z,w),z € yw EDI, 是 一 个 满足 
| 
IK. (z,w) i < C |z — w |? 十 r? 和 | KCz,w)dw 1 


WS PRR , IX AT A IRR J € LUD 有 


| K wf wdw < CF), (2.7) 
XXE JC) f i Hardy A Littlewood 的 极 大 函数 ,并 有 
lim |K.(2,w) wdw = f(z), (2. 8) 


其 中 极限 是 在 LP CQ) RE PAR PELE RE ab A SCF ER 
的 . 


这 里 的 证 明 跟 在 第 7 章 给 的 引 理 5 的 证 明 一 样 . 
这 个 引 理 将 应 用 到 核 


Re = [ET 


Ori Lz — w — IT Z — wt iT 
容易 验 让 K.(z,w) 满 足 引 理 中 所 叙述 的 条 件 . 
我 们 回 到 Hardy 空间 的 研究 . 
考虑 序列 EC + im) mS 1,2 T. HF NF EL! CD) 
ACER AT AEM- AERE o, LORS XX SX EI J € L? 
(7 的 子 序 列 , 其 中 二 十 方 一 1 
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由 于 对 所 有 zx & 4 去 属于 到) det = 元 写 出 的 
(2. 4) 和 (2. 5 中 过 渡 到 极限 ， pon 


if /0 we 
Pa) = 55 | pS ae # x € 0. 
和 0 = A ped 4 FT zo À 02. 


含 20 = xo 十 ia(zo) titrer > 0, 并 把 这 两 个 等 式 逐 端 相 减 , (在 改 
变 一 下 记号 之 后 ) 妈 得 


F(z) = | K(z,w)f wadw,z € Q. (2.9) 


只 需 应 用 引 理 2 便 可 得 知 迹 算 子 9; HO) > L 的 存在 性 ,从 
而 有 ff = OCF). 
等 式 (2.9) 结 合 Hardy 和 Littlewood FRA AY ee 
所 有 Fe Ae (DERE AIT 
| sup |F (2 + ir) | || zem SCM ,p) | 8CP) || ven. 


(2.10) 
F 在 HH?(0) 中 的 范 数 等 价 于 其 迹 8(F) 在 L? 的 范 数 , 换 句 话 
说 , 瑟 *(0) 等 同 于 7L*( 丰 ) 的 一 个 子 空间 . 
在 继续 讨论 之 前 , 先 在 下 列 引 理 上 和 暂停 一 下 . 
引 理 3 # F BF H'(Q),CRBTF H(N),1/p+1/q=1.1< 
poo, Ml 


| F(z)G(z2)dz = 0. (2.11) 
r 


以 下 我 们 总 把 9C(F) 写 成 ,只 要 对 应 的 积分 清楚 地 是 在 修 上 
计算 的 . 
为 证 明 (2. 11) ,作为 在 卫 (r>0) 上 的 相应 积分 的 极限 ,我 们 


来 计算 (2. 11) 中 的 积分 . 因而 只 需 证 明 | ,F(z)G(z)dz = 0. 进而 
注意 到 | FOCO 不 依赖 于 > 0; 积分 过 路 的 变形 跟 引 理 1 证 
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l/p 
明 中 所 用 的 一 样 . 又 有 lim [| Fæ l'as | = 0, 事实 上 , 若 = 属 
Fr, |F(zt+it)|<cF* 2) E LII), 这 就 允许 应 用 Lebesgue 控 
制 收敛 定理 . 
从 而 得 到 lim| F(z)G(z)dz = 0. 


现在 加 到 定理 1 的 证 明 , 并 用 Z (2) 表示 在 无 穷 远 为 零 ,其 
极点 不 属于 2 的 有 理 分 式 在 2 上 的 限制 的 代数 . 

为 刻画 A (0) 在 L*( 站 中 的 闭 包 的 特征 ,我 们 利用 Hahn-Ba- 
nach 定理 , 设 g€4(T) 是 这 样 一 个 遂 数 ,对 所 有 了 € AD 有 


| Sdz = 0. 由 于 de = 2 (sds FH jz () | = 1,578 
Cz (s) ig(z) = h(z) KE ez), 而 改写 为 对 f € AD 有 
OUO = Q. 


特别 地 , 若 之 0 & íì, 则 | Ae) (z — z=) 'dz = Q. 于 是 可 令 


H(z) = Ll Peay = L z- l Ja Cw)aw, 


QmiJrw—-2 onijrlw—z w— z* 
其 中 z= ut ialu) + iv E€ Oh z* =utiald) — iv & h. 
再 次 应 用 引 理 2 即 得 
sup{|H(2)l;Rez=u,z E€ Q} Ch’ lu + ia(u)) € LIL). 
ZA H(z) RE H. 
我 们 尚未 绪 束 证 明 , 因 为 还 要 验证 对 了 E HD 有 


| hese = 0. 但 这 由 引 理 3 保证 . 我 们 还 顺便 证 明了 五 "CO) 的 


特征 刻画 ， 

能 够 获得 一 个 充分 条 件 ,允许 仅 考察 一 个 全 纯 函 数 在 2 的 边 
界 上 的 迹 就 能 验证 它 属于 HD , 那 将 是 令 人 满意 的 . 

一 个 熟知 的 反例 是 : PSR, FC) = Ce +i) let, TARA 
在 Im :>0 AEW, E Imz: >20 上 连续 ,并 且 在 普通 的 意义 下 在 实 
轴 上 具有 迹 . 此 外 这 个 迹 是 函数 F (a 十 ie),se>0, 当 趋向 于 0 时 
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在 L (RR ) 中 的 极限 .但 f(z) 不 属于 OA? CQ), HEF F(x + ir) 
= e (x + it + i) lexp(— ix), MXS r HRY L 范 数 取 值 
Vre(r+1) 3; 它 随 r 赵 向 于 无 穷 . 

不 过 还 是 有 下 列 结果 . 


引 理 4 设 F(z) 是 一 个 在 0 内 全 纯 并 且 有 界 的 函数 . 那么 下 
在 一 39 上 有 一 个 迹 ; lim Fe + ie) 对 几乎 所 有 的 =E r ERE. 
如 果 这 个 迹 属 于 Le) 那么 F(z) 属于 HPQ) . 


为 证 明 这 个 引 理 ,首先 用 Fee) = (1 一 ie FC) RE 
F(z) FR QAQ GR Fe) BF H'O), 4 eF OH, Fl) 
BEBE TA. FC) 的 迹 存 在 ,这 就 保证 第 -- 个 结论 成 立 , 定 
FE 1 提供 估计 

vp 


| Flas scl| Fa) l'as)" <¢| | |F Cæ) ds) 
yi, } r r 


(2. 12) 
剩 下 的 事情 只 是 令 趋 于 0, 以 便 得 到 所 要 的 结论 . 
我 们 要 介绍 的 空间 H” 的 最 后 一 个 定义 要 用 到 保 形 表示 . 这 
个 定义 的 价值 在 于 把 A? 推广 到 了 带 可 度 长 边界 的 区 域 . 


3. Hardy 空间 和 保 形 表示 


设 是 复 平面 上 的 一 个 有 界 、 单 连通 的 开 集 . 于 是 存在 一 个 保 
ÉRIK OD >, AXE DERRAMAR. h E n EA Jordan 
KiE NRHA Jordan 曲线 的 余 集 中 的 有 界 连通 分 支 )， 
ABA © ak AMD BO EAS. À |z| = 1,2, € TAT 
要 求 @ 满足 条 件 D(x) = z. 

把 @ 跟 两 个 适当 的 保 形 变换 复合 ,可 以 得 到 开 半 平面 P = 
{2 € C;im z > 0} 到 开 集 02 上 的 一 个 保 形 表示 ,这 里 2 由 一 条 过 

206 


ITS 


AGG 


FOF We HY EIA] Jordan 曲线 个 界定 . PRI RA ICE SE 
APP SKA MAR SIT ER — TETE. A OR OE GE Fe fe 49 LAY 
“ 左 侧 ”的 开 集 ,这 个 同 胚 是 递增 的 . 

设 a; RR 一 尺 是 一 个 Lipschitz 函数 (因而 有 la [4 << M < 
co). AAI RA a AR, MA Ac BU Ge M. LEN = ((r,y);y > 
a(z)} fe IT A” WRR COLE 161 #9 Zc. 

设 三 是 复 平 面 上 由 x 宇 0,|y| 夺 Mz 定义 的 角形 区 域 . 

属于 A. P. Calderon 并 由 C. Kenig 加 以 补充 的 下 列 定 理 告 诉 
我 们 ,对 所 有 y > 0, HAR B(xz + iy) ,x E 及 ,是 斜率 不 超过 M 的 
Lipschitz 函数 的 图 象 . 

更 精确 地 说 ,沿用 前 述 记 号 ,下 列 结果 成 立 . 


定理 2 可 以 选择 log P C2) 的 一 个 全 纯 分 支 使 得 对 所 有 z € 
P, | Im log P (z)| L 4, = Arctg M. 


为 证 明定 理 2, FER ARB T E RRE. AP EF 
22 A Mail MA 1 RZA. 那么 D HH HK H Schwarz- 
Christoffel 公式 提供 ([211]). 可 以 找到 NN 个 实数 Mo 二 … 二 
CN ONE PATA RO) SRY AI N ARER YI SS 
N ff D(z) = e” Ne 一 ci) 我 们 约定 过 (7 ER EH = 1 确 
宋 的 在 卫 内 的 全 纯 分 支 .“ 角 度 ”Y 和 7 与 折线 本 的 斜率 相 联 系 ; 事 - 
EA Sr Sc, WA arg P(e) =Y Ha, 十 … Yy), 
x <a MWA arg Dlr) = + +e HN) MF rc: 
WA arg Pa) = Y. 于 是 有 

LY, toe + Yn | K20,/x = Y LI. 

由 此 得 到 在 无 穷 远 | D(z) | = OCZ # HE z = u + iv,v 

> 0, 则 有 


| i = v 1, 
D (z) = 元 | 一 wet aP (xr)dr. (3. 1) 
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复数 @(z) BFS (由 构造 ). 由 于 》, 是 一 个 号 的 角形 区 
域 , 并 且 D (2) EO (x) MOREA HO (zx) RFD). 

把 函数 log CENT D, 的 角形 邻 域内 ) A1 D C2) 复合 即 得 定 
理 2 的 结论 . 

用 一 个 折线 序列 逼近 厂 可 以 过 渡 到 一 般 情形 ,上方 的 开 
集 0, 递增 趋向 于 2. ARB, ROHN Ma) HAR. 
alr) 组 成 一 个 递减 函数 序列 并 以 à Cr) 作为 极限 . 

为 构造 a;(z) ,考虑 分 点 二 k RE Z, |k| K 321 & yk, j) 
= a(k?) + 2Mz FFA RERUN RD) 的 折线 ,其 
首尾 分 别 是 斜率 为 — M 和 MM 的 半 直 线 . 

直接 验证 即 知 函 数 aj(x) 形成 一 个 在 所 有 紧 集 上 一 致 收敛 到 
alx) 的 递减 序列 . 

为 建立 共 形 表示 外 到 下 的 收敛 性 ,可 返回 到 己 代 以 开 单位 圆 
万 而 如 代 以 有 界 开 集 的 情形 . 这 要 利用 下 列 注释 ( 它 由 Schwarz 
引 理 推出 ). 


引 理 5 设 刀 是 开 单 位 圆 盘 ,2 是 一 个 单 连 通 有 界 开 集 ,而 纪 ， 
是 一 个 单 连 通 开 集 的 递增 序列 ,使 2 = UG, 
国定 x € 0,18 ®.;:D—> N, EH P00) = z 1 P,(0) > 0 À 
TE AGA SE Bem. 
MFA © (0) LÉ À) JFL DA AA ARE DC) 一致 收 
SB Hy CO) = z FI D C0) > 0 规范 化 的 共 形 表示 D:D -> 02. 


E 2) PA OT. 我们 有 更 (z) € Dd) WATE D (2) € 
>- | 


定理 2 提供 log D (z) = ulz) + iv(z) ;其 中 sup lv(z)| <a< 


r/2. 函数 vz) E P ARIA, M ul ;= 一 -| 在 单位 圆 盘 jz| 一 


. 1 
1 +z 
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1 内 也 是 调和 的 . 然后 利用 下 列 引 理 ， 
引 理 6 i f(z) =ulz) 十 iv(z) 是 一 个 在 |z| 过 1 内 全 纯 的 
PR BX. 假定 sup :v(z) | < œ, WA 


i ("S LE ueyda +C, 


f(z) = — 


2x 


其 中 C 是 一 个 实 常数 . 


证 明 是 简单 的 . 熟知 一 个 有 界 全 纯 晴 数 是 其 边 值 的 Poisson 
积分 . 于 是 有 


ji 10 
víz) = 27 Di — (2 ole dé. 
& g(z) 一 一 去 | 多 e += ~ v(e” )dð, 

由 表达 式 得 EC = 一 2). Xegel) 显然 在 |z| <1 内 全 纯 . 
BR o(2) — f(z) 在 1z| 二 1 内 全 纯 并 且 是 实 的 ,因而 这 是 一 个 常 
RY. 

回 到 半 平 面 情 形 ’ 由 上 推出 存在 v(x) , 它 满 足 | Y | LC) <A 
<x/2,Ff BX z =r ++ ty 


vlz) = v(t)dt. (3.2) 


最 后 还 有 
log # (2) = À ml 


这 里 C 是 一 个 实 常数 . 
反之 从 一 个 实 函 数 EC LOR) 出 发 , 它 满足 [vl 。 < 2/2, 


SF = +) [二 一 志和 | od. 问题 是 要 知道 若 由 
P (z) = exp F(z) EXO, BBG ETHER A O:P — ,而 
Qk T Lipschitz 图 象 修 上 方 的 开 集 . 为 处 理 这 一 问题 ,要 利用 下 
列 形式 下 的 Rouché 定理 . 假定 一 个 函数 过 (=) EH EE |z| 二 1 内 
PH, EARR jz| <1 AEZ, HHU(E),0<0< 27, 是 一 条 闭 
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i oa 
| Mens 


1 tt 
t— y t+] 


| zt dt + C. (3.3) 


Jordan 曲线 症 的 一 个 参数 表示 ,那么 U(z) EM DE T 4 AN E 
的 一 个 共 形 表示 . 

Rouché 定理 显然 可 推广 到 孔 代 以 上 半 平 面 P 的 情形 .于 是 作 
下 列 两 个 假设 :B(xX), — co < r 过 0, 应 当 是 一 条 Jordan HAT 
的 参数 表示 ,并 且 应 当 有 lim |$(z)| = oo 

回 到 我 们 的 问题 . 要 利用 一 个 到 极限 的 过 渡 , 其 中 wv 用 一 个 序 
列 vj CN, IT v BH ERM,. AAS FAME | v, |. < 
loll o. 先 处 理 vw; 的 情形 ,省 去 指标 j, 不 过 写 出 的 估计 应 当 关 于 7 
是 一 致 的 . 

在 每 个 区 间 Larsa Eol) 一 和 ,10 < 7/2, AAA 
log P G) =u) + 16,, LW PC) 作为 一 个 参数 表示 的 曲线 厂 是 一 
个 Lipschitz 图 象 , 这 时 它 是 一 条 仅 有 有 限 条 边 的 折线 ,首尾 两 边 
是 两 条 半 直 线 . 应 用 Rouché 定理 即 知 © EH Schwarz-Christoffel 
公式 (L211 给 出 的 共 形 表示 . 特别 地 有 


-工人 2? 
rw=i| z FD dt (3. 4) 
由 于 角形 区 域 ©, 是 凸 的 , 故 有 
P(DE >) MHA z © P. (3. 5) 


仿照 属于 A. P. Calderon AY — À HE HE (038 J), #k (1 KE UE AA 
w(t) = |P (t)| 满足 Muckenhoupt 的 A, 条件, 相关 常数 不 依赖 于 
j. 首先 注意 C(z) = 1/9 (2) 同样 满足 


|” 了 
co = 二 | o yz Cdt (3. 6). 


事实 上 ,把 D 换 成 1/B 相当 在 (3. 3) 中 把 v 换 成 一 v, FRA 
GG) € >) ,并 且 


"Efe yy 
Lz J-a ty |P (2) |e | 


x E | ova: CLOI A 
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< (1 + M’*)(Re P (z)) (Re 1/@' (z)) 
< (1 + MFIP (2) ||P GITE (+ M. 

BK SEK BI = [x 一 y + yj, 注意 在 这 个 区 间 上 
Ga ES gy MERKEA D | AU 1/1@ | 在 1 上 均值 的 
乘积 一 致 有 界 . 这 表明 w(t) = |O )| 属于 Muckenhoupt 的 A, 
类 ;出 现在 这 个 类 的 定义 中 的 常数 仅 依赖 于 M. 

于 是 有 


1 1 dt 
sup| TT | wdr | a LS] SCCM) <o. (3.7) 
由 此 得 知 ( 第 7 章 , 第 8 节 ) 存 在 一 个 指数 6= 5(M) > 0,0 
一 个 常数 C'(M) 使 


(3.8) 
CHF w(E) = | w(t) dt ). 

把 (3.8) 中 的 “ 换 成 1/w, 并 考虑 到 | | ooa] [| 2 ]> 
El, 即 得 
(3.9) 


w(E) IE} 2-0 
w(t) va 


XIE =1[0,1]/,1={0;]GZDDmRE=[—-1,0},17—[{1,0], 
上 委 一 1, 应 用 (3.8) 或 (3.9), 即 得 
COM) ft < |) | KCLCM) |[t|°-°, FF GC) = 0. 
(3. 10) 


>c'| 


HO<h<1, 还 有 
[PDG +h) — Ot) | > CMIRT + leh, (3.11) 
Hp CM) > 0,C,(M) > 0 #1 CM) > 0 仅 依赖 于 M. REX 
有 , 当 0 二 hh 二 1 时 
[Sit +h) — P| L'CMDR + ltl. (3.12) 
为 建立 这 些 估 计 ,我 们 写 出 不 等 式 
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b b b 
[fo oar] > | Re P (dt> (1 + M7| ID (4) ldt, 


_ 有 了 这 个 注释 ,上 述 估计 的 推导 是 直接 的 . 

我 们 已 经 为 过 渡 到 极限 准备 好 了 工具 . 从 一 个 满足 oll. = 
二 x/2 的 实 可 测 淆 数 v(z) 出 发 . 作 一 个 紧 支 阶梯 茹 数 序 列 v;, 它 
满足 上 vj ll. < 9 和 几乎 处 处 v(t) > vee). 

再 逐步 设置 以 下 条 件 以 构造 D,.P 一 C. 

1 


一 之 


log D (z) = = (dt + C,,C, € Ruz EP, 


Re log $B,(1)=0 和 B,(0) = 0. 
RÉ D, EP A A FFA ESF 7 一 致 满足 估计 (3. 10) 
至 (3.12). 


为 得 到 结论 ,我 们 (在 经 过 两 个 适当 的 射影 变换 之 后 ) 利 用 下 
列 引 理 . 


引 理 7 设 忆 ,7 EN, 是 一 个 在 |z| <1 AANE e| <1 A 
连续 并 且 在 |z| <1 内 一 致 收敛 到 下 的 孙 数 序列 . RE F,(e°),0< 
O< 2x, 和 Fle”*) 是 封闭 Jordan HR ic AT, MT. PRA, 
HFA FOOD) ÉTÉ AR. 


这 一 引 理 是 Rouché 定理 的 一 个 变 体 . 

为 归结 到 这 一 引 理 ,首先 考虑 辅助 函数 (i 十 De) 由 于 
D, = O(2) 是 一 条 通过 0 并且 斜率 不 超过 M 的 折线 ,我 们 有 
i + 0,0] > cM}(1+18G@)|)> M)Q + 41), 从 而 
(e+ 6,0) IL 1/0 + (41). BAR KO.) 是 等 度 
连续 的 ;过 渡 到 一 个 子 序列 (为 不 使 书写 复杂 化 ,我 们 省 掉 子 序列 
记号 ), 可 以 假定 在 所 有 紧 集 上 ,函数 Ot) 一 致 收敛 .于 是 得 到 GG 
+D 在 整个 直线 上 一 致 收敛 . 最 大 模 原 理 推出 孙 数 (十 
Bi(z)) 在 pp 内 一 致 收 但 .为 了 归结 到 引 理 所 描述 的 情形 ,只 和 需 令 

212 


4 
z= pie D. 


我 们 刚刚 证 明了 下 列 定 理 . 


定理 3 设 v(t) E 三 (R) 是 一 个 实 值 函数 ,满足 | 三 wm% 
<_x/2, H 


一 上 上 | _ 
log P (z) = 7 | es vdt 


cooLf — Z 
Æ AY & AR AU ET EOP IFS 2 上 的 一 个 共 形 表示 ,这 
HQ 是 一 个 Lipschitz H T EARRAK, 该 曲线 斜率 不 超过 
tg 6. 


我 们 顺便 得 到 了 下 列 性 质 . 

边界 值 log P(t), — ce 所 上 < coco, 几乎 处 处 存在 , 并且 
[D ce) | 是 出 现在 Muckenhoupt 的 4: 类 中 的 一 个 数 . Lipschitz 图 
er Arc =OQ),—-wcr< wo BRERA. AM ds = |P C) |dt. 
对 应 t -> s ART HR EIRE. 

返回 到 相应 于 Lipschitz 开 集 的 Hardy 空间 . 用 a(x) 表 示 一 
个 单 实 变量 , 取 实 值 的 Lipschitz KA. RNA lle || SM<, 
把 a(z) 的 图 象 卫 上 方 的 开 集 记 作 乡 设 多:P 一 2 是 一 个 共 形 表 
示 HED HAR AT EAH% FIRE. 


设 F(z) = DO 是 一 个 在 无 穷 远 为 零 的 有 理 分 式 ,其 极点 不 


属于 ,那么 ci = (Fo DD? B+ Hardy 空间 HCP). 为 证 实 之 ， 
应 计算 supf |c Cx + ty) | Pde. 

进行 变量 替换 eC) = O(a + iy) FR, C2 是 由 这 个 参数 
表示 定义 的 曲线 . RNET, 是 一 个 Lipschitz 图 象 ,其 斜率 不 超 


过 M. 由 此 得 知 | 1GC ds 不 超过 一 个 不 依赖 于 y 的 常数 


上 述 事实 验证 以 后 ， 就 可 由 
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pi CONTE = | F(z) |? ds!’ 


it G EH” 内 的 范 数 . 
F 对 应 于 GG 的 上 映射 是 一 个 同 构 ,因而 能 扩张 为 AQ) 和 
H' (P) 的 一 个 团子 空间 之 闻 的 一 个 同 构 . | 
为 了 证 明 这 个 闭 子 空间 就 是 整个 HP), RATE. 设 
a(x) E L'R;dr) 是 一 个 满足 下 列 条 件 的 渔 数 
| Fo i P? g(r)dr = 0,F € H’). (3.13) . 


那么 化 成 在 下 上 的 积分 ,(3.13) 就 写成 了 | Foroa 


0, HH h EXC OP =D g(x), Rho DD = g(x). 
定理 1 告诉 我 们 h(z) 属于 HCP). 由 我 们 推理 的 前 面 那 部 分 知 
g(x) 属于 AQ), BIAS RCP o BO”? 在 H*C(P) 中 的 稠密 
HE 

我 们 方才 建立 了 下 列 结果 . 


定理 4 设 $:P 一 0 是 从 上 半 平 面 到 一 条 Lipschitz 图 象 上 
方 的 开 集 的 如 上 规范 化 的 共 形 表示 , 则 对 1 二 pp 二 Ff>(F。 
BO’? È H'O) 和 HP) 之 间 的 一 个 同 构 ,这 里 H°(0) 视 作 
LT) 的 一 个 闭 子 空间 . 


ATER p= 1 和 p = co 这 两 个 极限 情形 ,对 此 补充 上 述 
结论 . 
若 p 二 1, 定理 1 证 明 中 所 用 的 推理 失效 . 
我 们 回顾 一 下 ,天 属于 五 (2 RPE, ABSA A 
存在 一 个 常数 C ,使 sup| | F(z + iy) | ds >C. 
若 下 属于 HR), 8 F(z) = Fle + i/m),m > 1, BAK 
KR Fn 属于 AQ). BENET LAP BO HHE > 
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AFART 


Fe) 
F, (GQ) = 2xi Hf JamE — z de. 


仿照 对 定理 1 的 相应 断言 所 作 的 证 明 , 即 可 建立 这 一 事实 . 由 
个 关系 推断 出 F, € HOD; Fn A LE 范 数 显然 不 是 有 界 的 . 令 
fi) = (Fn DP, CEP 内 是 全 纯 的 ,再 对 e > 0, > 
treo =F, DP (1 + PM) (1 — i 
由 于 W(x) € Yk gr < LS 并 由 此 得 到 
| Jm | < Cim, e) |1 — iez |. MT A Sml) c H'(P),H'(P) 
是 LR) 的 一 个 闭 子 空间 . ME, - OF BFLCR) 并 且 
a + ed) (~ ie) <1. 

Lebesgue #3 iii) SGE ERG BP a h CF, ° DP € HCP). 
7.22), BR HCP) 的 一 个 函数 表示 成 A? C0) AT eR ER 
因子 分 解 .从 而 有 (Ff, OP 一 goj AE 2, H À, BFA’ (OP) FH 
E lle dis da li= 1° DD ,= [IG las. 

EH (Gn o PP = gn AH, OO’ —h, EMG, M An. 
ed 有 F m = Gon H ms 以 及 G m < H*(0,).,H, € H'(Q), 
| IG, (z) ds = | [IH,(z) |ds = | | F(z) |ds. 

AN ER (2.10) 告诉 我 们 ,奉令 Gr) = sup |G. Cz + it) | ,> 
ET, 则 有 | Gr | Lr) < C | G,, | L? 

这 就 给 出 | F; | La <C | F m | Ly. 一 方面 | F, | z Lr) < 
IF || aaps AAW Fat) = sup IF(z + ir)| 递增 收敛 到 
F’ (z) = sup |F (z+ ir) |. 3X 么 -来 ， 定理 1 的 所 有 结论 不 难 推广 
FI] p = 1. 

Pp 二 0 的 情形 没什么 意义 ,因为 令 FE HPQ) MW DE 
H™(P) 的 映射 显然 是 一 个 等 距 同 构 . 
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4. 与 复 分 析 联 系 的 算 子 


FAD 878 — Lipschitz HR, Q RAT LEAH RR. 下 
面 所 说 的 一 切 , 作 了 显然 的 改变 之 后 , 均 可 适用 于 人 2 RA RG 
的 开 集 O 的 情形 . 
S M= |a -是 xz 的 图 象 ), 并 用 S$ 表 示 区 域 y 之 MIz|， 
这 里 AM > M. 考虑 两 个 复 变 量 z 和 的 一 个 在 由 w 一 z 仿 S 定 义 
的 开 集 W CC ASA BRM Kew) ,假定 下 满足 
[K(z,w)|<C jz 一 友 | 7 X w — z SH. (4.1) 


定理 4 在 前 述 假定 下 ,对 所 有 函数 E L'(T;ds),h FC) 
一 | Kew f wdw ELKAR F: > C BF H'O). 


F(z) 在 Q 有 定义 并 在 R 调和 这 一 事实 从 几何 假设 和 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 得 到 . 另 一 个 注释 是 ;大 f(z) 在 由 去 
Miz| 定义 的 开 集 内 全 纯 并 在 y 二 MiIz|l 上 满足 IF| < 
C'Iz|",REM 二 M, 那 么 导数 说 (xz) 当 y 二 MM'|x| 和 M"<M 
时 满足 LP Cz) | SC" |x|. FE DA z BRE 2 Bl yy = Mil 
的 距离 之 半 的 圆 上 应 用 Cauchy 公式 即 可 确信 这 一 事实 . 

ELEK (ew) BD AI vo — x & S”, SEKH y SM" |x|, M 
<M"<M', J 

| OK /dz| + |dK/dw|<C"|z — wl’. (4. 2) 
自然 若 用 AM 代替 M' ,可 假定 (4.1) 和 (4. 2) LH w — x & SHYT 
都 成 立 , 以 下 即 如 此 假定 . 
为 了 证 明定 理 , 重 要 的 是 要 建立 由 


F,(z) 一 | Ke + irw) f (w)diw (4. 3) 


(cr > 0) 定义 的 函数 F. Xt 7 > 0 一 致 满足 
1/2 1/2 
(| F.(2)|?ds] <C [| [Fæ lds) . (4.4) 
F r 


01, (4. OEM ERE F E H) 内 的 范 数 . 为 建立 (4. 
4), 只 需 简单 地 对 核 开 .(z,m) = K(z+it,w) ARTO) 定理 .为 
此 应 该 证 明 存 在 一 个 常数 C TA Ki 1 Cr ae 


LIT, Kee rdte ds<C|l| (4.5) 


和 
ds 二 Cl7. (4. 6) 


| Í K,.(z,w)dz 
ri Ji 


tae 


=- m æ e e m TT- -> 
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回 到 核 K(Cz,w), (4.5) 表明 f | K (z+ it,wdwlds < 
CUT. 为 得 到 这 一 不 等 式 , 我 们 改变 积分 路 径 , 即 把 了 (由 z(z) = x 
tial), ro Sr Sa EM KRAHKKL U 1; UT 一 7, 其 中 7; 由 
z = x +iy,a(xo) —lLyLa(x) 定义 一 2 一 Zoy7 H z(x) 
= r +i(a(x) — D, r Sr ST EX RAL Ae) = 2 tiy, 
alx) — LS y Lax,) 定义 . 

显然 有 | Kew rdw = | K.(zyw)dw + | K,(z,w)duw + 


| K.(z,w)dw; 然 后 ,只 需 利 用 估计 式 Kew) | C2 一 wl 


和 显然 的 注释 | | |z 一 wj-'ds de &C 171, 其 中 j 一 2,3,4 
为 建立 (4. 6) ,以 对 称 的 方式 进行 推理 ,用 一 个 完全 在 和 卫 上 方 
的 路 径 补 充 工 定理 4 证 毕 . | | 
RIESERÉS FE TLC) 一 性 GD 的 一 个 交换 代数 的 存在 
性 ;对 这 个 代数 我 们 要 配置 一 个 象征 算法 . 象征 m(C) 将 是 全 纯 的 
Marcinkiewicz 象征 .它们 定义 在 挖 去 点 0 的 及 上 ,并且 对 满足 C 之 
Of o> 1 的 两 个 常数 C 和 a 满足 估计 . 
IPC REN. (4.7) 


RAM m (6) 是 一 个 在 开 区 域 |7| <LI 内 全 纯 且 有 界 的 函数 


l 
R ` 9 < —. 9 > 
EROE HRE HP 0 <P <I. 反之 ,车 8 
-而 m(6) 在 19| BTE 内 全 纯 并 且 有 界 ,那么 (4.7) 成 
立 . 
”在 对 于 算 子 理论 的 应 用 中 , 应 假定 -= >M = 
a’ (请 记 住 ,Lipschitz HEB Lipschitz pe MAY PAR). 这 就 允 


许 选择 6, 使 之 满足 一 二 -一 > 之 M. 我 们 要 考虑 的 象征 代数 是 
fa — 1] | 
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2 : 
对 于 > le< LEM ca D 定义 的 类 的 并 集 . 这 个 并 集 还 


是 在 由 17| <BIEl| 定义 的 一 个 角形 区 域 C 内 全 纯 且 有 界 的 斋 数 的 
(RRB OB > M. 我们 用 Su 记 象 征 mE 的 这 个 代数 . 

对 所 有 象征 m E Su ,我 们 将 令 一 个 分 布 与 之 对 应 局 am 
Fourier-Laplace 道 变 换 .5 的 计算 由 我 们 就 要 介绍 的 下 近 技 术 得 以 
简化 . 

对 所 有 ee 之 0 和 所 有 的 mm © Su, & mE) = exp (一 
elf m (E). Bo =F + in, EF > 0m) = mC) exp (一 和 名) ,而 者 
&<0.m.() = mE) exp (E). 可 以 直接 验证 me(e),e 之 0, 组 成 9w 
中 的 一 个 有 界 集 . 

E m BF Sw HÉRA SO = 去 | etm (Bde 定义 
S(r). RIE mE) 在 缓 增 分 布 的 意义 下 收敛 到 和 ,而 .收敛 到 
SS Æ m A Fourier 变换 . 

我 们 要 刻画 如 此 得 到 的 分 布 $ 的 特征 . 为 此 把 它 定 义 为 某 些 
全 纯 肾 数 的 边 值 . 

对 7> 0, 以 下 列 方式 定义 Hi fl Ay:F € HY WR PE y 
> 一 ?zl 内 是 全 纯 的 ,并 对 某 一 常数 C, 满 足 |F(z)| S Cll, 
MB LE) Ay 由 在 > 近 轩 jz| 内 全 纯 且 满足 同一 增长 条 件 的 全 纯 

函数 组 成 . 
分 布 8 的 特征 刻画 基于 下 列 命题 . 


命题 1 Km © Su 是 一 个 由 [0,oo[ 支 撑 的 象征 ,那么 对 于 茶 
i ¥ > M ‘Es Fourier 变换 属于 H} BAM Sir + ie), e > 0 在 
3 AA EF WRAP SS 是 一 个 象征 m © Sw 的 道 
Fourier 恋 换 . 
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— 去 | | cm (€) dé, — ARTE By FA _E BGR AO UE AE HR 


种 情形 . 这 时 SCz) 是 在 1.z > 0 定义 的 SCz) = 去 | cm (E)dE 在 
实 轴 上 的 限制 . 固定 ,把 积分 路 径 [0,ce[ 换 成 半 直 线 上 一 (1 + 
ip)t,t > 0. 4 y+ pr>0l= x +iy) M |p] < 时 这 是 可 能 的 ; 
E 2 2 0, AEO, (LAE RAE p M2 KO nE] P01 
选择 p. 一 旦 实现 了 路 径 的 这 一 变换 ,S(z) 就 自动 地 被 延 拓 成 一 个 
FER BER y + px >0.|p|< 8 AFR Hee RE 这 个 并 集 
正 是 由 y >— Blx| EXT. 
依靠 下 列 引 理 验 证 15(z)| 和 Cle]. 


号 | 理 8 ORE m( € LCR) 满足 lm] <C. ERNO) 内 
是 C? 类 的 , 且 其 二 阶 导数 mm*(&) 满足 ln" CE) | 委 C22 .那么 mm 的 
wi Fourier BRS 在 民 \{0} 内 连续 并 且 满 足 ISW | SCl. 


初等 的 证 明 在 于 对 振动 积分 jm(é)e"idé 分 部 积分 两 次 ,该 积 
分 只 是 在 无 穷 远 点 有 问题 . 细节 留 给 读者 . | 
这 个 引 理 配合 一 个 道 命题 9 SED’ (RRA PATER : 
乘积 =S(z) 局 部 可 积 ， 4.8) 
存在 一 个 常数 C, 使 对 所 有 Ti > 0,6 | SC rde|<Cy 
(4.9) 
SCz) ERNO) 内 是 C 类 的 ,在 无 穷 远 点 是 零 并 且 IS Cr) | 
< Ciz-:. ， (4.10) 
那么 S 的 道 Fourier 变换 属于 L°(R). 
这 个 逆 人 允许 为 命题 1 建立 逆 , 细 节 留 给 读者 . 
对 于 构造 一 个 同 构 于 象征 代数 Su HEF TL) +L) 
的 交换 代数 4v ,我 们 已 经 准备 就 绪 . 
设 m © Su 是 一 个 由 [0,22[ 支 撑 的 象征 .作为 m 的 逆 Fourier 
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变换 的 分 布 S 可 延 拓 为 一 个 在 二 一 8lzl 内 全 纯 的 函数 ,二 M 
FER — HL. 

BOK KG,w) 二 SCz 一 w). 它 满足 定理 4 的 条 件 , 并 定义 一 
TEL) 上 有 界 的 算 子 .用 7, 表示 这 个 算 子 . 设 mi 和 mm; 是 两 个 
属于 Su 的 象征 ,其 支 集合 于 850,coL. 对 应 的 算 子 记 作 了 T 了 和 了 ;, 这 
两 个 算 子 的 核 是 Si(z 一 w) 和 Sj(z 一 ww). 为 计算 算 子 T= TT,, 
H m ()e7* Ai m, (Ode RÉ m (Em, (EN. 这 归结 为 Si1(z 一 ww) 代 
以 S\(z + ie w), 对 5; 亦 如 是 . FR TIT, 由 核 Kew) = 


| S, (z + ie — OS, (CE +ie—w)dt,zE Towel, 定义 .可 以 把 
ESR 
K,(z,10) — |. Si Cz + 2ie — OSE — wd 


= R;(z + 2ie — w), 
而 通过 一 个 简单 的 积分 路 径 改 变 即 可 验证 Rx) 的 Fourier 变换 
是 乘积 m (Em, (8). 

这 就 证 明了 T, 是 相应 于 象征 乘积 m) = m Em (E 的 算 
子 . 

其 余 的 情形 是 类 似 的 ,并 得 到 了 所 说 的 算 子 代数 Au 和 象征 
代数 Su 间 的 同 构 . L'(T;ds) 在 Hardy 空间 H?) 上 以 HO) 
为 核 的 斜 投影 算 子 的 象征 是 [o,co[ 的 指示 函数 ,同样 L'(;ds) 
在 HD 上 以 H (0) 为 核 的 斜 投 影 算 子 的 象征 是 ] — 0,0] H 
ENAA. EMX 和 xX- 记 这 两 个 指示 函数 ,把 = 下 | 十 
F_ (F E€ H(0),F_€ H°(O,)) BHR F, (2 + 10) 的 算 子 对 应 
象征 e L (6) ,€> 0 RERE F, (e+ te) KEELT; ds) 中 
的 函数 . | 

我 们 对 TO) 定理 的 最 后 一 个 应 用 关系 到 C. Kenig 的 下 列 定 
理 (CL157]). 
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定理 5 i Q, MFI Lipschitz 函数 a: R >R WRR E 
方 的 开 集 , 则 HD, EER] | IF laa] 和 
Cr °C 一 aGDdrdy| 是 等 价 的 . 


我 们 首先 验证 存在 一 个 常数 C=C COM)M= a -使 对 
FEH) 


[I] |e -sea me <C(M) (| IF) lds) 


(4.11) 
然后 将 证 明 这 个 估计 和 的 一 种 强 的 形式 自动 推出 反 何 不 等 式 . 
为 建立 (4. 11), SRE H = 10,0) AREY Kew) = 
K(z,w,t) =t (z + it — w)? Er, w ET, €X. RAS 
了 属于 HR), 


| K(z,w Of (wdw =— 2x t? f(z + it). 


于 是 不 等 式 (4. 11) 从 以 KK(z,w) 为 核 的 算 子 T 了 ,LT) > LZ) 的 
连续 性 这 一 更 强 的 性 质 得 到 . 为 避免 利用 奇异 积分 ,比较 方便 的 作 
TEE FD — RK Ky (z,w,t) (= K(z,w,t) 当 N- 委 :上 委 Ni0, 其 
余 ) 定义 的 截断 算 子 序列 代替 了 

了 的 连续 性 则 是 TC(6) 定理 的 Hilbert 说 法 的 直接 推论 .第 11 
章 条 件 (14. 2) 和 (14. 3) 的 验证 通过 路 径 变换 来 进行 ,这 个 变换 跟 
本 章 第 4 节 图 5 所 示 的 相同 . 细节 留 给 读者 . 

一 旦 建立 了 这 个 连续 性 ,我们 利用 下 列 值得 注意 的 等 式 证 明 
反 向 不 等 式 ;对 FF € HA) 


a F' (w+ it) 

F) = ef. [+ (z + it — Lin wy dt. (4. 12) 

从 建立 (4.12) 开 始 . 写 出 z+ it wmr Dit — wt it), M 
F wti) g w= | Fds | _ un 

r(z + it — GF i wyl rra lE — (z + 2it))? — (z + 2it))’ 2ri F”(z + 2it). 
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而 


然后 进行 两 次 分 部 积分 即 得 
| LF"(x + 2it)dt 一 一 GF (2). 
HFK K(z,w,t) LO > L) ARMA AK e,t) 
ELM OQ) 有 
| Kiewit) fest dzd = g(w) € PI). 
为 了 同 (4.12) 中 的 记号 相当 ,还 是 交换 x 和 ww 的 地 位 为 好 . 


APT VN) > Li) 的 连续 性 通过 过 渡 到 伴随 算 子 , 即 推 
出 下 列 结 果 ; 对 所 有 责 数 f(w,t) € L'(A);w ETT,t > 0, 


g(z) = inn Lu + it — z) f(r,tdw dt 
BF L'(D) 并 且 有 
ellen SCIS | ay, (4.13) 
其 中 C 仅 依赖 于 M = lla! | 
同样 的 结果 自然 对 OT FAR) 也 成 立 , 这 归结 为 在 8 
的 定义 中 把 i 改变 为 一 i, TS 
hlz) = LE(f)(z) = ian t Cw — it — xz)? flw,tydwdt. 


回 到 (4. 12) , 令 Gus) = 0 F Cw it). EF = a Lf), 
I Pricey < [E|], E + a azas]. 

在 结束 Kenig 定理 之 前 ,我们 要 利用 小 波 语言 改写 它 . 对 所 有 
w ÈT, FER ge € V3 ds) EH de) = (dit, D) E — 
2) ”和 定义 . 这 个 = 的 国 数 有 对 小 波 所 期 待 的 正则 性 和 局 部 性 . 但 
kz) 的 相 消 性 表示 为 | 上 (z)dz = 0. 最 后 函数 内 (f) 不 是 以 通 党 
方式 标准 化 的 (为 了 得 到 一 个 满足 co Sl de | 22cm Ke 的 规范 化 ， 
HAA (dist 2.7)? RAF ist (K, D). 
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我 们 的 小 波 以 CEC 标识 ,而 后 考虑 形 如 


glz) = Î he (Odédy (4.14) 
的 小 波 的 (连续 ) 线 性 组 合 ,其 中 系数 «CO 满足 
| la(£) [2dédy < co, (4.15) 


今 有 

定理 6 沿用 前 述 记 号 ,存在 常数 C = CO) ,M 二 |a |e 
HR lelem LC] || lee Pas an | .此 外 把 a 变换 为 8 的 
连续 线性 算 子 2; LR) — L) 是 满 射 


在 证 明 这 一 定理 之 前 ,我 们 注意 到 它 提供 了 一 个 任意 函数 g 
€ LT) 可 分 解 成 和 gi + Les HP 2 € H’ (R), g: € H°(Q,) ,#] 
一 个 特别 简单 的 证 明 . 

事实 上 ,sg = (a) ,只 需 把 分解 成 a, + @,,a, fila, 分 别 由 2, 
AO, 支撑 . 再 令 g 一 Pa) ,gs = La). | 

我 们 过 渡 到 定理 6 的 证 明 . 

L 的 连续 性 直接 从 (4. 13) 得 到 . 结合 等 式 VD) = HO) 
十 五 (人 2)， 由 和 定理 5 便 推出 & 的 连续 性 . S 是 满 射 这 一 事实 同 
样 用 这 些 材料 推出 . 开始 把 g 分 解 成 8 + 2. HH eg, € HA), 
gz € (Q) MASK. 12) 就 允许 把 g, 和 g 分 解 成 小 波 . 

P. Jones 和 S. Semmes 曾 发 现 人 L64j) 仅 利用 定理 5 和 一 些 十 
分 简单 的 推演 即 可 证 明 Calderon 定理 . 这 个 证 明 在 1987 FFE 
到 ,但 在 十 年 前 即 有 可 能 被 发 现 . 


5. 最 简短 的 证 明 
为 使 P. Jones 和 S. Semmes 的 证 明 有 兴味 ,重要 的 是 莫 要 使 


C. Kenig 定理 依赖 于 TG) 定 理 , 因 为 “Calderon 定理 ”同样 是 7T(6) 
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定理 的 直接 推论 . 

但 长 久 以 来 已 经 出 现 了 C. Keng 定理 的 许多 直接 证 明 . 第 一 
个 属于 B. Bahlberg 〈[81] 和 [82]) , 另 一 个 可 在 C. Kenig 的 论文 中 
找到 . 利用 这 个 或 那个 直接 证 明 , 便 可 得 到 在 Lipschitz 曲线 上 的 
Cauchy 核 的 L 连续 性 ,我们 现在 正 是 要 叙述 这 个 证 明 . 

以 建立 定理 6 的 算 子 和 的 连续 性 作为 开始 ,而 不 利用 
“Calderon 定理 ?所 给 的 分 解 L:(T) = HE) + HC). 

这 就 是 说 从 ze) E€ (002) 出 发 ,其 中 z ET,t 之 0,(z,t) E 
工 ] 0, 吕 [等 价 于 z 十 并 EE 2. 然后 令 


oo / 
e w= | 

rjo (2 — w + tt) 
并 打算 证 明 


f(z,tdzdt, (5.1) 


lgs tay SCI Fl crap. (5. 2) 

AMD SHAK? Ce — w + iz)? AE. RR BE E 

给 读者 . ew 在 02; 内 全 纯 , 并 和 且 为 了 应 用 定理 5, 重 要 的 是 要 预先 

知道 g(w) 属于 ?C82,). 但 为 此 只 需 假定 /(w,) 是 一 个 紧 文集 含 
FA AB ee. 简单 的 过 渡 到 极限 即 可 得 一 般 情形 . 


通过 C. Kenig 定理 , 即 用 估计 | dist (w, D) |g! Cw) |?dudu 


GEP w = u + io) 估算 | lew) Habs. 


然后 写 下 |g' w) | = g' (w) g'(w) ,这 就 引导 到 上 估 六 重 积 
分 


r= ff (is ed dist Eu) 
a, a, n, 


|z — wl |g — wl’ 


X [FDIS CO |dist Cw,  dzdydidydudv. 


DME Pid S Gz =r tiye Nh, E= E+E NR Aw 
= u + iv € Q,. 
于 是 由 z € Qu EN, 推出 
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Iz — w| < 5 |z — wi + dist (z, P). 


Aa A b = infla, b) ERRE ,EE 2, fu € 2, 蕴涵 
dist (w, D < |w — z| A lw — £1. 
最 后 ,对 所 有 e> 0, 存 在 一 个 常数 Cla) 使 对 a€ C,bEC,r 
>OMR> OF 


lz 一 ac| Alz 一 2| 
il (je—al?+ RYC — b| +r) drdy 
oy (r A R) 
< Ca) e al ERF (5-3) 


还 要 估计 
f, T, R(z,0)|f(2 O | drdy d&dy, 
其 中 R(z,0)= 


(|z — €| + dist(z, D) + dist(£, r) XT" 


为 此 ,只 需 应 用 Schur 引 理 , 即 要 验证 存在 一 个 常数 C 使 
| Rz,Odzdy <C, MAK RG, O 的 对 称 性 就 允许 得 出 我 们 欲 
证 的 L 连续 性 . 验证 是 简单 的 ,因为 只 需 利 用 新 变量 + 和 :一 y 一 
a(x) 归结 为 
FL ddr 


— El +t Hr)’ 
此 式 的 上 估 是 直接 的 . 
， 、 S °° ti’? 
A ART UE T A ge. Cw) = [f G uL /> 
t)dydt, 则 有 | 
les || zas SC fy S&D ldsdt| (5. 4) 
于 是 由 Cauchy 核 所 定义 的 算 子 的 L 连续 性 是 (5.4) 的 一 个 对 偶 


形式 . 其 理由 如 下 . 
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给 定 任意 一 个 函数 hE LU ds), 我 们 来 估计 J = 
| 82 Go) A Corde, 由 于 (5.4) ,对 所 有 SE LO) 有 
IJI < CIA Irn IF i ia. 
当 fR LOD 的 单位 球 时 取 上 确 界 HG Fy Ce,0 二 22| (z 一 
w+ it) *h(w)dw, Wil 


|| Fs | ay) < CIA ll vu. (5.5) 
再 用 Cauchy 公式 表示 FL. > 
H, O = Le men, (5.6) 


2xi Jrw — ý 
则 有 
F, (z,t) = 2m oO? H, +i) Er, >O. 
不 等 式 (5. 5) 结 合 定理 5 给 出 


vo 1/2 
LA dew CT | dH Ce +) Pasa |< C hh i ten. 


(5.7) 
从 而 建立 了 Cauchy 算 子 的 连续 性 . 
最 后 还 有 一 个 有 兴趣 的 问题 , 找 两 个 离散 子 集 3 CA FS, 
C2, ,使 得 两 个 小 波 ,5 ES. 和 © S CHER 大 范 数 标准 化 以 
后 ) 组 成 L? Dds) 的 一 个 Riesz FE. 这 就 允许 模仿 对 标准 正 交 的 
小 波 所 作 的 事情 重新 构造 Ld) 上 的 算 子 ,这 些 算 子 保持 
Hardy 空间 HR) 和 HR) FF. 


6. Guy David 定理 的 陈述 


本 章 余 下 部 分 用 于 这 个 定理 的 表述 和 证 明 . 这 个 定理 在 一 定 
意义 下 封闭 了 在 可 求 长 曲线 上 的 Cauchy 核 的 连续 性 问题 . 
以 基于 广义 Hardy SA KUL ITE AA DES ER 
上 的 一 个 区 域 ( 即 一 个 有 界 连 通 开 集 ), 其 边界 是 一 条 可 求 长 Jor- 
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dan HAD. 为 书写 方便 ,将 假定 下 的 总 长 度 为 1, 并 且 把 下 的 参数 
表示 记 为 z6) ,0 委 : 委 1, 这 里 参数 是 弧 长 . 

对 1 二 pp 二 00, 令 LT) = L'(T;ds), CMW L*[0,1). 

沿用 Keldysh, Lavrentiev 和 Smirnov 的 术语 ,用 H'D C 
Lr CT) 表示 z 的 多 项 式 在 L?(T) 内 的 闭 包 , 而 COD 将 是 由 对 所 
有 AE NN 满足 | fdr = 0 f € LD ARRE H) 
更 大 的 空间 . 

BMF OCD) ,那么 由 F(z) = 1 | FO. dt 定义 的 函数 
F.D+CHEDABH, 并 且 SFT RE PPI YF aa 
在 几乎 所 有 的 点 z E TS (x) 是 当 = 趋 向 于 x 时 的 非 切 向 极限 . 

为 验证 这 个 性 质 ,用 x" 表示 z 关于 z 的 对 称 点 ,并 注意 到 


Le dt = 0. (6.1) 


验证 是 直接 的 ,因为 g&(5) =z TFH 并 且 当 上 
EM) E EM | FO Gat = 0. 
然后 Cauchy ae 


Klp) = z LE 2) —  — 2"). 


= 

取 一 点 z = z(so) E z (so) 存在 .那么 若 |s 一 so| <e zls) 属于 一 
AKES er (so)e* 定 义 的 角形 区 域 ,这 里 |9| < ge), eR, Mi ge) 
随 e 趋 于 0. 最 后 易于 验证 , 若 z 属 于 一 个 含 于 DD 有 旦 其 边界 不 包 厂 在 
zo 的 切线 的 区 域 SCz,), 则 KK(z,5) 满足 ( 当 才 充分 接近 20 时) 在 定 
E 1 的 证 明 中 我 们 用 过 的 估计 . 

现在 设 0 € D 并 把 D 在 复 平面 上 的 余 集 记 作 2. 把 HO) E 
义 在 无 穷 远 点 为 零 的 1/z 的 多 项 式 在 LCD) 中 的 闭 包 ,同样 ， 
AUD 将 由 对 之 1,kE Nf fz dz = 0 定义 . 

还 可 在 Riemann 球面 上 直接 讨论 问题 . H T RRE Ae E 
上 通 出 的 一 条 可 求 长 Jordan 曲线 , 它 界 定 两 个 连通 成 分 D, A D,. 
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把 APCD) 定义 作 极 点 属于 D, 的 有 理 分 式 函 数 PC(z)/Q(z) 在 
Lr) 内 的 闭 包 ,对 HD) 类 似 地 下 定义 . 为 避免 常数 同时 属于 
H°(D,) 和 五 *(D2:) ,我 们 要 求 H°CD,) 中 的 小 数 在 一 个 点 z。€ D, 
取 值 为 零 , 以 此 把 H°CD,) 的 函数 标准 化 . 

回 到 复 平面 的 情形 . 那么 所 有 其 极点 不 属于 本 的 有 理 分 式 的 
P(z)/Q(z) 以 唯一 的 方式 写成 

P(z) _ P,(z) P;, (2) 

Q(z) QC) Q(x)’ 
其 中 未 在 媚 内 全 纯 (并 且 在 万 上 连续 ) mE! 在 人 内 全 纯 在 可 上 连 
续 并 在 无 穷 远 点 为 零 . 以 多 | 和 €, 表示 出 EPO = P,/Q 和 
E (P/Q) = P/Q E LHF +. 

Hartogs-Rosenthal 定理 告诉 我 们 , 若 有 CC 是 复 平面 的 一 个 
KRH 天 是 零 测 集 (对 于 了 及: 上 的 Lebesgue 测度 dzdy, 那 么 其 极 
点 集 不 含 于 天 的 有 理 分 式 P(z)/Q(z) EK 上 连续 的 函数 集中 是 
el OF HT. 

为 验证 上 述 事实 ,我 们 利用 Hahn-Banach € H FIFRA IE 
推理 , 设 4 是 一 个 由 天 支撑 并 正 交 于 问题 中 的 有 理 分 式 的 复 


Redon 测度 . 把 y 换 成 及 ,这 个 条 件 可 写成 在 大 的 余 集 上 4* 二 一 
0. 但 /是 一 个 有 紧 支 集 的 测度 并 且 1/z ER 上 是 局 部 可 积 的 . 由 
此 得 wx 二 属于 Lia (RO ,并且 在 内 几乎 处 处 为 零 ,因而 作为 


La RO 中 的 函数 是 零 . 最 后 .在 分 布 意义 下 有 px 小 = 0, 利用 算 


子 3/az 即 得 2 一 0， 

我 们 的 可 度 长 曲线 王 是 复 平 面 上 的 一 个 测度 为 零 的 紧 子 集 ， 
从 Hartogs-Rosenthal € HAS AT T 上 连续 的 有 理 分 式 f(z) = 
P(z)/Q(z) EL ARR ,1< poco. RA RID C LD) 
表示 这 个 稠密 向 量子 空间 . 

对 几乎 所 有 的 zx € l'A f= P/QE R(T) 有 


(6.2) 
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Pl (zo) _ P;Cz) 1 ， Fz) 
Qı Czo) Q,(z) mi v- P. rZ — zo dz. (6. 3) 


并 且 这 个 主 值 对 所 有 使 > (s,) 存在 的 点 z = z(s,) 都 存在 ,用 一 个 
初等 的 计算 即 可 建立 这 一 事实 ,具体 计算 留 给 读者 . 
最 后 
P, (zoo) 
Q, Czo) 
我 们 的 问题 是 要 知道 是 否 算 子 © AS, 可 扩张 为 在 LD) 
上 的 两 个 连续 线性 算 子 . Hartogs-Rosenthal 定理 告诉 我 们 这 个 问 
题 有 意义 . 
现在 可 以 表述 G. David 定理 ([93]). 


本 5 f(z) 十 _ v. P. fœ) dz. 


2m rZ 一 Zo 


定理 8 kr EÆ— RARE Jordan HR HSK Bice 2 4 


存在 一 个 常数 C > 2E r > 0 MAA x ET, A 
| {s € [0,2]; |z(s) — al <r}|<Cr (6. 4) 
LI) = HCD) + WD 3X BA 4 r EAA TEE 
fy. (6. 5) 
Li") = HP(D) + H") 对 某 一 个 p El,oo[ (6. 6) 
LT) = H'D) + H'O 对 所 有 p € 1,oof (6. 7) 
条 件 (6.7) 满足 并 且 

H?*(D) = A” (D), H’ (D = AMW). (6. 8) 


条 件 (6.4) 由 Ahlfors (L1j) 引 进 , 为 了 这 个 理由 ,满足 这 个 条 
件 的 曲线 王将 称 为 在 Ahlfors 意义 下 的 正则 曲线 . Ahlfors 条 件 表 
明 ,对 复 和 平面 上 的 所 有 圆 盘 ,位 于 这 个 圆 盘 内 的 一 的 那 部 分 的 总 
长 度 从 不 超过 这 个 圆 盘 的 直径 的 C 倍 ,C 是 一 个 固定 常数 . 

当 本 通过 无 穷 远 点 时 ,显然 有 一 个 与 这 个 定理 类 似 的 表述 .这 
时 将 假定 对 于 用, 对 所 有 之 1,| 1zG) — 2017" ds < co, id 
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个 条 件 保 证 了 在 无 穷 还 点 为 零 在 玉 上 连续 的 有 理 分 式 属 于 
Ler). 

用 Q2 和 0, 表示 被 矿 界定 的 两 个 连通 开 集 . 那么 广义 Hardy 
空间 H’) A HO) ELA OD, KO, 内 全 纯 的 在 六 上 连续 的 
且 在 无 穷 远 点 为 零 的 有 理 分 式 SJ, R S Æ L’'(ids) ,的 闭 包 . 

我 们 要 解决 的 问题 是 希望 知道 是 否 对 一 个 p € J1 ol RATA 
p EJIL æl Li) Æ HCR) M H'O) WAAL. 

这 里 问题 仍然 不 依赖 于 p 并 且 等 价 于 条 件 (6.4) ,不 过 这 次 
要 跑 沉 10,co[ ,并 且 大 的 -起 作用 . 

Ahlfors 正则 曲线 的 一 个 例子 由 Lavrentiev 曲线 给 出 . 这 指 的 
是 可 度 长 Jordan 曲线 z(s), 一 co < s < ce, 对 于 它 存 在 一 个 常数 
C 之 1 使 得 对 所 有 ER 和 所 有 :> 一 5 委 ClzG) — 2(s) |. 在 
Lavrentiev 曲线 的 情形 ,Cauchy AEI v.p. (z(Gs) — e(t)) 1 
足 Calderon-Zygmund 估计 ,这 是 十 分 方便 的 .在 G. David 定理 的 
证 明 中 所 遇 到 的 困难 之 一 是 相应 的 Cauchy 核 不 再 满足 这 些 估 
th: (z(s) — 2(t)) | AY AP P RE E Calderon-Zygmund 核 的 奇异 
性 强 得 多 . 

在 本 节 我 们 要 简单 地 证 明 对 于 条 了 AS, FEOF 
空间 LMM 上 的 连续 性 , (6. 4) 都 是 必 发 的 . 

考虑 中 心 为 z € 了 半径 为 > 二 0 的 一 个 圆 盘 也 ,把 使 x(s) 属 
于 局 的 s€ 及 的 集合 记 作 ,再 用 zi = zl) 表示 本 的 使 [zo 一 这 | 
= 10r 的 一 个 点 .由 于 > 跑 遍 整个 数 直 线 时 |z(*) — z| 取 0 和 oo 
之 间 的 所 有 值 ,这样 的 % 是 存在 的 .最 后 考虑 区 间 了 一 [5 —7r/2,s, 
+ 7/2). SET LBRA z6) —2,|<r/2. Ha RAR 2 — 2 H 
旺角 .那么 当 zE PO DAS =z), s E Iit. 一 名 的 模 含 存 8r 
和 12r 之 间 , 而 = 一 《的 幅 角 属于 | a 一 了 .a 十 À |. 由 此 推出 对 所 
有 被 上 支撑 的 函数 f(s) > 0 MANTA 1 € IA 

if zls) 一 264) ) 7! feds! = cof fods, (6.9) 
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其 中 C 二 0 易 一 个 易于 算出 的 常数 . 把 这 个 注释 用 于 瓦 的 指示 函 
数 , 并 把 


g(t) = | (2(s) — z4)) 7! f(s)ds 


Beil ET E, ER L eR ae S 4 L? 范 数 所 控制 . 

BAr HJE] OC |E? Bl IE] < Cr ,这 正 是 必须 证 明 
的 . 

本 章 的 余下 部 分 用 于 逆 命 题 , 即 昔 涵 关系 (6. > (6. 8) 的 证 
BH. 

证 明 计 划 如 下 . | 

Ahlfors 正则 曲线 的 几何 定义 蕴涵 对 所 有 尺度 ,正则 曲线 厂 允 
许 有 一 个 好 的 Lipschitz 复制 曲线 . 更 精确 地 说 , 当 (6. 4) 满 足 时 ， 
存在 一 个 常数 M， (EER HRA RMI 1 CR, 可 以 找到 一 个 标准 正 交 
坐标 系 Ri 和 一 个 Lipschitz 函数 ar 满足 | a’, | v» <M FH a, 的 
RIR 六 在 坐标 系 Ri 内 的 参数 表示 WN 216) sE ECIHE 
z(s) 一 2(s), 其 中 

IE > YII], (6. 10) 
”之 0 和 M>0 是 两 个 带 数 ,它们 仅 依 赖 于 (6. 4) PACER. 

证 明 的 第 二 个 重点 是 把 对 Lipschitz 曲线 已 知 的 估计 转移 到 
定理 8 所 描述 的 一 般 曲 线 上 .这 个 转移 法 基于 由 Calderon 和 Zyg- 
mund 开创 并 由 Burkholder 和 Gundy 发 展 的 实 分 析 方 法 . 这 些 方 
法 类 似 于 在 第 7 章 兽 经 叙述 过 的 方法 . 下 节 就 予以 介绍 . 


7. 转移 


设 人 "是 控 掉 0 的 复 平面 ,K 是 定义 在 C 上 的 一 个 一 1 阶 齐 次 
的 奇 函 数 . 还 假定 下 在 C' 内 无 穷 次 可 微 . 
设 4 是 复 平面 上 的 一 个 正 的 Radon 测度 . SARA € > 0, 作 由 


TE f(z) = | K(z — w) fwd uw) (7.1) 


232 


定义 的 截断 算 子 Tt, 这 里 有 紧 支 集 并 且 连 续 . 
再 定义 极 大 算 子 TT. 如 下 
T4 f(z) = sup| TE f(z) |. (7.2) 
刻画 对 所 有 满足 上 述 假设 的 天 ,使 算 子 12 Æ L'(dp) FEAR 
这 一 种 情形 成 立 的 测度 上 的 特征 ,这 是 一 个 尚未 解决 的 问题 . 

我 们 打算 证 明 车 4 是 Ahlfors EU ERM WK we , 那 
么 正 是 这 种 情形 . 

我 们 知道 当 卫 是 Lipschitz 图 象 时 是 这 种 情形 出 现 . 此 外 对 天 
所 作 的 假设 和 我 们 打算 证 明 的 不 等 式 在 旋转 和 平移 下 不 变 . 

于 是 我 们 可 以 对 Lipschitz 曲线 进行 任意 的 位 移 . 对 应 的 弧 长 
测度 dy 将 一 致 地 是 “好 测度 ”, 即 在 这 种 测度 下 ITS fle < 
Cis | .s#RC RMF ATA Lipschitz 范 数 . 

我 们 将 限于 考虑 Radon 测度 的 一 个 子 集 >, ;x € D>) 表示 存 
在 两 个 常数 Cl 和 C;, 使 得 对 复 平面 上 所 有 (zo 为 中 心 7 > 0 为 半 
径 ) WIE DBA HCD) 委 Czr, 并 且 当 品 的 中 心 zo 属于 4 的 支 集 
时 CD) > Cyr. 


命题 2 KLAVERET Y 的 两 个 测度 . 假定 对 所 有 p( 满 足 
1<p<oo) EF TA ELUD 上 有 界 .那么 算 子 T* L’ (d 一 
Li(dv) 以 及 了 L (dv) > L’ (dy) 连续 . 


命题 的 证 明基 于 一 系列 引 理 ,它们 十 分 类 似 于 第 7 章 使 用 过 
的 那些 . 
设 属 于 >, 并且 了 属于 Zi(Cdp) ,定义 极 大 算 子 Mf 如 下 
M, J (2) = sup 一 | > |f Cw) |duCuw) |. (7.3) 


这 个 定义 表现 出 下 列 特 殊 性 :在 eh 的 支 集 上 , 极 大 函数 MS 

逐 点 控制 || (精确 到 一 个 常数 因子 ). 但 在 pz 的 支 集 之 外 ,在 Mf 

与 了 之 间 骨 没有 任何 关系 .下 述 引 理由 于 这 个 注释 而 变 得 清晰 . 事 
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KEF a 和 ps 是 两 个 属于 >) 的 测度 并 有 互 不 相交 的 支 集 , 则 不 
AT RE Mt Ar A mi J € Lda A SN Lan SE | FU zc 但 由 
于 没有 Mf 之 |f1, ANTAFI <p So 有 不 等 式 
| M, J | L?(dytg) <Ci LP(dn,)* 


5128 if a 和 Am 是 两 个 属于 >， 的 测度 . 则 对 之 > 1 ,存在 
PAR C = Clasp p) ,使 对 所 有 函数 FE Lda) 有 
| M, S | LP dp) < Cif l| LP (dy, 7° (7.4) 


这 个 引 理 的 证 明 是 Hardy 和 Littlewood 定理 证 明 的 改写 . 为 
方便 读 考 我 们 写 出 来 . 

我 们 首先 注意 到 由 于 mm © 2) ,次 线性 算 六 :L° (dm) > 
L” (dy) 是 连续 的 . 若 能 证 明 M, WL (den) 到 Lh (dy) 是 连续 
的 ,那么 Marcinkiewicz 内 播 定理 将 提供 所 要 的 连续 性 . 

为 得 到 弱 型 估计 ,假定 | ld = 1 并 用 4 之 0 表示 检验 弱 过 
续 性 的 一 个 水 平 . 

设 寻 之 1 是 一 个 整数 (要 趋 癌 无 穷 并 实现 一 个 截断 ). S Qn = 
(zilz| <m #E M S DA); 由 于 MA 是 下 半 连 续 函 数 ,O， 
是 开 集 . 

对 所 有 zE Qe 极 大 函数 定义 本 身 指出 存在 一 个 中 心 为 z 半 径 
为 rz) > 0 WR ig D. Œ nD.) > ar(z) 这 里 我 们 令 n = 
If |d. 

Besicovitch 定理 (126j,p. 2) 提供 圆 盘 D, 的 一 个 序列 D, = 
D. ,9 可 能 是 有 限 个 ,使 人 2, 含 于 Di 的 并 集 内 并 且 所 有 点 至 多 含 于 这 
HE ALES Co Ph ZA. 

由 于 py € >), RA 

ta Dn <>) te (Di) ESCO < CA Dy, (Dy) 
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CC ay, (1) 一 CC-L 
令 m 趋向 于 无 穷 即 得 结论 . 


引 理 9 HART D, , 则 存在 一 个 常数 C = CUO 使 对 所 有 z。 
CCMA r > OF 
a o, FO zl dule) < CM, f). (7.5) 


证 明 是 直接 的 :只 需 把 le — 201 之 > 分 解 成 二 进 圆 环 27 委 j> 
一 zo| <2 7, 并 在 每 一 圆 环 上 利用 MLS 的 定义 . 

下 列 引 理 的 意义 是 只 需 在 4 的 文集 上 了 解 了 极 大 算 子 74 , 便 
可 处 处 估算 它 . 这 是 直观 的 ,因为 正 是 在 文集 上 情况 最 坏 ， 

更 精确 地 说 ,我 们 有 


引 理 10 OS >, , 则 存在 两 个 常数 C1 和 C( 依 赖 于 oc 和) 
使 对 所 有 xz € UO MPT AR SESE PRR / 有 
TASC) EC MAT. PQ) + C M, f). (7. 6) 


为 建立 (7.6), 先 以 zo 代替 2, AmA T: f(zo). 我 们 希望 得 
FUIT? fe) | 的 一 个 (关于 e > 0 一 致 的 ) 上 佑 . | 
用 DOG) 表示 开 圆 盘 |z 一 zo| <e mH DE 表示 半 径 为 其 
一 半 的 同心 圆 盘 . 令 了 = 4+ f, wR ze De) fii) =f), 
SWS f(z) = 0. 那么 
Ti f(z) = Tfl) = [Ke — w)f,(w)do(w). 


再 注意 到 对 所 有 > € D(e/2) 有 
IT? f(z) — T? f(a) |< CM, f(a) (7.7) 
(还 可 用 MM, f(z,) RRA, Hz, E Dls/2), 这 个 注释 后 面 将 用 
到 ). | 
这 个 不 等 式 立 刻 从 引 理 9 和 下 列 不 等 式 推出 
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|K (zo, — w) — K(z,w)| <Clze— z| le — w|, z E 
D(e/2) H w & Ds) 时 . 
从 不 等 式 (7.7) 导 出 | 
T° f(z.) = T°f,(z) + OMS) (x) 
| = Ti f(z) + OMS) C), 
最 后 导出 
IT? fz) | ST, fl) +C MGz) ,对 于 zE Dle/2). 
(7. 8) 
我 们 要 比较 和 中 心 zo 与 o 的 支 集 上 之 间 的 距离 d. 
E e> 44 ,对 不 等 式 (7. 8) 关于 o 在 Dle/2) 上 的 限制 求 平均 . 
HED) 的 定义 ,oCD(e/2)) 和 的 大 小 是 同 阶 的 ,做 得 
IT? fC) | <C M, Th fla) + C' M, f(x). 
Be À Le < Ad EBB TE Se) — Tu f) <C M.S a), 
就 归结 为 前 述 情形 . | 
最 后 s#o<e<£ RT! 了 (zo) = Tip f (0) ,这 再 次 归结 
为 前 述 情形 . 
返回 到 转移 命题 . RIRE T° .L’(do) -> L’ (do) 对 所 有 1 < 
p Lo 是 连续 的 ， 
那么 (7.6) 和 引 理 8 提供 了 T”:Zz(dc) > L'(dy) 的 连续 性 . 
Th :L*(dy) > Li(do) 的 连续 性 在 一 定 意义 下 则 是 前 者 的 对 偶 . 
由 于 极 大 算 子 7 ML (do) 到 Lr(dy) 内 的 连续 性 ,截断 算 子 
Ti: L’ (do) > L'(du) 一 致 有 界 . 由 对 偶 推出 截断 算 子 TE Ldu) 
> L'(do) 也 一 致 有 界 ,这 里 1/4 + 1/p 一 1. 剩 下 的 是 过 渡 到 极 大 
- 算 子 T% ,这 还 得 靠 一 点 儿 * 实 变 ” | 
Bee; > oE TFI RE TE ESS ÉTÉ FIRE — FT 
TUŻA TR S E Lido 和 g E L’(do), RA 
(T’ f ,g) = lim (Te fg). 
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我 们 打算 验证 逐 点 不 等 式 
TE f(z) SC MTE f(z) + CM, fl Go)" (7.9) 
XF 1<7r 二 oo 和 所 有 属于 o 的 支 集 的 成 立 . 这 个 不 等 式 结合 引 
理 8, 就 保证 了 当 1 <r << p< RTE Ld > L do) 的 连续 
性 . 
为 建立 (7.9), 仍 取 引 理 证 明 中 用 的 分 解 f = fi 十 f; 并 保持 
同样 的 记号 . 遂 得 对 z € DEDA 
Tt FC) = T* f:e) + Rye) = T*f(z) — T'f,(z) + R (2), 
其 中 | 
|R (2) |<C M, f(z). 
于 是 有 
TE fled |< IT'S) + Tfi le) | +C M,f leo), (7.10) 
我 们 计算 (7. 10) 右 端 对 c 在 DCe/2) 上 的 限制 求 平均 . 由 于 z 属于 
5 的 支 集 ,c(CD(e/2)) Re KAM RA 
| TES Cz) | < C MT“) Go) + C M, fC) + R), 
| (7.11) 
其 中 


R. (zo ) = |T*f, Cz) |da(z) 


1 
a(D(e/2)) | 
1 f ， l/r 
< [SHAT lrun TAO Vw | 
< C! Mal SV Cz) ) 4. 


BRP RSEAB TL (dp) — L (do) 的 连续 性 得 到 的 
8. Ahlfors 正则 曲线 的 Calderon-Zygmund 分 解 


我 们 回忆 起 全 是 复 平面 上 一 条 过 无 穷 远 点 的 可 度 长 定 癌 
Jordan HHA. 以 do ie D ER “OK? WE, 它 由 | fdo = 
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人 fenas 定义 ,其 中 2G) BAET ARMES BY BB 
示 


以 下 总 假定 存在 一 个 常数 C SS 2 使 对 复 平 面 上 半径 为 > 的 所 
有 圆 盘 乙 有 
oD) < Cr. (8.1) 
从 而 o 属 于 上 面 定义 的 类 》). 
本 节 的 目的 是 证 明 所 有 在 Ahlfors 意义 下 的 正则 曲线 在 无 论 
多 大 的 范围 内 都 允许 一 个 好 的 Lipschitz 复 件 ,其 品质 是 一 致 的 . 


命题 3 存在 一 个 常数 M ATER o CILT E 
现在 (8.1) 中 的 常数 C 使 下 列 性 质 是 具备 的 ， 

MAKATI 的 区 间 ICCR 及 ,存在 一 个 紧 子 集 ECT, 一 个 
Lipschitz PRE a, Cr) 和 一 个 标准 正 交 系 Ri, 18484 A Tia; (x) E 
Ri 内 的 图 象 并 用 2) iT, MU KES KA SÉRMETA 


la’, | SM, (8. 2) 
LE Suvi], (8. 3) 

和 
z(s) = z(s), TARA s € E. (8. 4) 


这 个 命题 的 证 明基 于 旭日 引 理 ( 第 9 章 引 理 6) 的 一 个 变 体 . 


引 理 11 设 1= [a,6b] 是 实数 的 一 个 区 间 , 其 长 度 为 II, PI 
REMERA ESE 一 fla) = >>0. 则 存在 一 个 紧 子 


REC I 
Bare Er CEBRxr<2’ mn 
IJ (E) | > 5. (8. 6) 
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引 理 11 意味 着 如 果 /了 浮动 总 量 显示 一 个 结果 7 > 0, 那 么 必 
定 在 了 的 一 个 可 觉 查 的 部 分 上 至 少 以 等 于 4]217 的 斜率 递增 ,所 
谓 可 党 查 即 (8.6) 成 立 . 

在 这 个 引 理 的 应 用 中 ,函数 f(x) 还 是 Lipschitz 的 并 满足 
IP Le 1. 那么 (8.6) AM LE] > | SU) | >1/2. 后面, 将 延 
拓 和 了 在 的 限制 成 一 个 定义 在 全 直线 上 的 函数 ,要 求 g 在 与 扩 邻 
接 的 每 个 区 间 上 是 仿 射 的 (在 余下 的 每 条 半 直 线 上 有 形式 于 人 
十 上 .那么 显然 有 

g(x!) — g(x) > oT (2 一 x), 对 所 有 x CR 


和 所 有 r Sz, (8.7) 
g(t) = f(r),Ê rx € E. (8. 8) 
回 到 命题 3 的 证 明 . 


BI = [a,b], K CT ÆT Hh za) Ae 界定 的 弧 ,而 dx 
是 系 集 天 的 直径 . AST EZ Ahlfors 正则 曲线 ,我 们 有 111 < 
Cdx. Ka, F1 b, Æ I AE |z) — za) | = dx 的 两 个 点 . 由 于 
Iz) 一 z2(a,)| <b, — a, . KAO, — a, Sc(b— a) 对 某 个 c 守 0 
成 立 . 我 们 把 区 间 7 Hleb] 代 之 :将 在 [ceo 内 找 无, 并 忘掉 下 
标 而 令 a = ab = b, A FED IR E lz) — 2(a)| De! (b — a), 
> 0 是 一 个 常数 . 

进行 一 个 位 移 ( 先 一 个 旋转 再 一 个 平移 ) 即 可 归结 为 ”才情 
形 ;z(a) = 0,z(6) =1>c(—a)>0. 

最 后 令 zls) = x(s) + iyl), UER AR rC) 应 用 引 理 11. 

于 是 存在 一 个 递增 陆 数 &(;) 和 一 个 常数 ”二 o tE EG) 一 
G(s) > c| 一 5) 对 所 有 sE 尺 和 所 有 s > s RI. 此 外 若 s€ EL, 
MY FCs) = x(s) AE El DSvll| vo TE. 当 z(s) = x5) 
ot iy (s) BY. Els) = ECS) + iyl). s 并 不 刚好 是 由 Or (5) 参数 表 
7ARAS HR ERK. E h oS) 参数 表示 的 曲线 六 是 一 个 
Lipschitz 函数 的 图 象 并 且 当 6E EH E) = ys). H EC) 的 构 
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造 知 c's’ ~ 5) SEs’) — FG) Ss’ —s KAT, EAM te 和 参 
数 s 有 关系 ci(s —s) Lt —1<LC,(s 一 3), 其 中 C >C; > 0+ 
两 个 常数 . 

剩 下 的 只 是 当 & ED PA EX MHA E 邻接 
AKA s sC H 2, = 26s) Mz, = zs) FEM CAT, HWA 
同 . CPS CAD NRE s; — 5, x, — 2, CHP 2x, = x(s,), 
x, = x(s;)). 

这 个 修改 十 分 简单 ， 只 需 当 Xj 人工 < a; 时 ,用 折线 ZW? ; 代 
= 六 ,其 中 W; = VU; 十 TU; sU; = 3 十 Xx';) ,而 Uj 适当 选取 . 这 样 
修改 以 后 ,我们 没有 改变 T, 的 Lipschitz 特征 ,并 且 命 题 证 毕 . 


9. G. David 定理 的 证 明 


t r ÆE Ahlfors 意义 下 的 正则 曲线 ,用 天 (z) 表示 一 个 C* 

内 的 一 1 阶 齐 次 的 奇 的 并 且 无 穷 可 导 的 核 . RMA. À aR > R 
是 一 个 Lipschitz KE a | LM MAR 

| K(a;s,t) = K(s + ia(s) —t — ia(t)),s ERLER, 

定义 LICR) 上 的 一 个 连续 线性 算 子 ,1 p<o,HHRTÉE TE 

WRU a REA M.S 2(s) =s + ials),s € RM 

意 到 同样 的 结论 对 KK( A(z(s) 一 z(E))) IRR aA E |4| = 1; 这 

仅仅 是 由 于 KC(z) 和 KGQz) 具有 同样 的 性 质 . 

于 是 第 7 章 的 Calderon-Zygmund 算 子 的 一 般 理 论 告 诉 我 们 
HAF Kas d 的 极 大 算 子 同样 在 L*(R ) 上 有 界 . 这 个 极 大 算 子 
不 是 我 们 前 节 所 考虑 的 那个 极 大 算 子 ,不 过 引 理 10 允许 从 一 个 过 
渡 到 另 一 个 . 

Ria. 4 是 一 条 Lipschitz HA LYMM. AT TS 从 
L’ (dp) BU L dO 有 界 , 且 算 子 范 数 仅 依赖 于 M( 和 天 ). 
利用 命题 2, 我 们 可 以 转移 这 些 估计 . 设 卫 是 一 条 Ahlfors 正 
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ew 


em C 


UR To EP MME. BAR 


ITE DO ean SE WF Il Paw (9. 1) 
和 
HT. AD Iran SC WF I ans (9.2). 
其 中 C= C(K,p,M,r). 
我 们 希望 由 此 推出 
WT. Cf ca LC FN ans (9. 3) 
为 此 , 先 回 忆 一 下 Burkholder 和 Gundy 引 理 ,并 把 它 表 示 成 
与 在 第 7 章 用 过 的 稍微 不 同 的 形 陈 . 


引 理 12 设 p 是 一 个 指数 (二 pp 二 ce), 尺 是 一 个 正 数 ,又 设 
x“ 泌 是 两 个 单 实 变量 , 取 正 值 (或 零 ) 上 且 满 足下 列 条 件 的 函数 
u(r) 限制 在 |z| > R ENET L’. (9. 4) 
存在 一 个 系数 8,0 委 8<<1, 一 个 es>0 和 一 个 Ye) 盖 0 使 B 
二 (1 十 e)-: 并 对 所 有 4 盖 0, A 
| {x E€ Riu(x) > À + eà H vlr) < Yæ)? | 
<'B|{r ER;u(x)>A}|, (9. 5) 
N] u BFL RAF 
Lula SC Ee m8) ?YCe)) e 9.6) 


证 明 跟 第 7 章 所 给 的 是 一 样 的 ,尽管 假设 以 稍 许 不 同 的 方式 
表示 出 来 . 

在 我 们 所 处 理 的 应 用 中 , 了 是 一 个 有 紧 文 集 的 连续 函数 (在 复 
平面 上 定义 ) ,uls) = (TVS) (26s)) vo 一 (MTCzGs))) 17, 
其 中 1 二 7 二 p. 我 们 记得 测度 o 是 Ahlfors 曲线 一 的 弧 长 测度 ， 
z(s) 是 也 的 参数 表示 (以 弧 长 作 参 数 ). 

如 果 我 们 致力 验证 了 (9. 5) ,David 定理 将 从 (9. 6) 得 到 . 

首先 注意 ,从 构造 即 知 uC) 是 下 半 连 续 的 且 在 无 穷 远 点 是 
零 . 因 此 由 # CD >4 定 义 的 集合 2 是 一 个 有 界 开 集 , 从 而 是 互 不 相 

241 


CHI EXE} Ja, b HR. 
按照 习惯 ,用 EE, 表示 属于 jaj;6j[ 且 使 wcs) > À + EAK SHR 
合 . 可 以 限于 下 列 情况 ;存在 一 个 EJa,b[ 使 v(&) <A, iE 
E| 6; 一 aa). 把 所 有 这 些 不 等 式 相 加 ,显然 就 得 到 (9. 5). 
一 如 既往 , 令 f== 刻 十 f,, 3X HY [ze azla) | KA, = 4; — 
aD 时 f(z) = f(z), A SC) = 0. 那么 重复 (7.6) 的 证 明 即 知 
若 lz — z(a;)| <1, H le’ — za) | <b, NA 
T° f(x) ST fela; + CM, FC’). (9.7) | 
由 O AE VBP TS Cla) eA AR xz = eE), FPE, 2 — 
z(s),a, S s Sb, it À 
T”, f(z) SÀ + CYA. (9. 8) 
还 剩 下 估计 TG), AREH “Lipschitz 近似 "4 EU 
正则 曲线 工 . 更 准确 地 说 ,存在 紧 子 集 天 ;CC Lao 使 | 天 | 27%, 
一 4)) ,又 存在 Lipschitz 曲线 À, ROK SWRA GG), Xs E 
大 ;有 54s) = 2(s). 
Bde HRA, UKM HD, HARB |z- zla) |< 2, 
并 且 jz — za] <1, MART M 的 定义 给 出 


fifa = f fdo < CM E) 0.9 
DER 2 = 6) ,那么 由 (9.9) 推 出 
| ((T fi) (2(s)) Yds S CUYX. (9. 10) 


By Y = Ye) 充分 小 ,以 使 Cf 二 e/2 fi CT" Kv/2(e/2)'. AT 
这 些 选 择 和 (9.10), 使 T(z(s)) > he/2 的 :的 集合 RC 性 K,; 的 
测度 不 超过 Yl;/2. 

集合 À, = KAR, 满足 4l > Y,/2, tes € A, WA 
T”, fi Cels) jeàe/2 MT fi Ces) <A + Ae/2, ERI Th S (z(s)) 
<A- EÀ, 

因而 数 8 € [0,1[ 等 于 1 一 7/2 , BNR (9. 5) ,进而 David 的 定 
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10. 补充 


G. David 和 S. Semmes 打算 把 有 关 可 度 长 曲线 的 G. David Æ 
理 推广 到 RR"*! 的 超 曲 面 的 情形 . 
这 里 是 由 S. Semmes 得 到 的 一 个 结果 (L212j]). 
考虑 一 个 定 同 曲面 S CR, EER 分 成 两 个 ( 开 的 ) 连通 
FE NO, FARE PRK > 1 使 对 所 有 xES 和 所 有 R 
> 0 有 | 
KOR <olly—xr| LR)<K R, (10.1) 
Ho S EM MME. 
第 二 个 假设 是 所 谓 由 外 部 的 可 接近 性 ,假定 存在 一 个 常数 9 
> 0, 使 得 对 所 有 x ES 和 所 有 民 盖 0, 可 以 找到 一 个 yE 2, 和 一 
个 zE OE lr— y| <R,|r— t| LR, yAP OAL eB 
中 心 且 半径 为 OR 的 两 个 球体 完全 含 于 0, MR. 
BAG Pr) 是 一 个 ! 阶 齐 次 的 奇 多 项 式 , 又 若 k(x) = 
P(x)ix|777, Wg 
TF) = v.p. | ka = yf daly) (10. 2) 
定义 的 算 子 在 L do NAF. 
跟 一 维 情形 相反 ,这 个 表述 不 是 最 佳 的 ,并 且 人 们 怀疑 能 够 得 
到 加 在 S$ 的 几何 上 并 列 洱 所 有 算 子 (10. 2) 的 连续 性 的 必要 充分 条 
件 . . 
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第 13 章 ”多重 线性 算 子 


El 


1. 5] 


ARM TS BAER HE (或 运算 ) 的 构造 和 分 析 . 这 些 运 算 
是 一 种 算法 ,从 & 十 1 个 全 部 定义 在 RR" 上 的 函数 a (xr),… ,ai(X)， 
f(x) HK BEI Re MER 上 的 一 个 新 范 数 ez). 我 们 感 兴趣 
的 运算 类 似 于 逐 点 乘法 g(r) = aa(z)…as(z)7Gz) HERE 
求 它 们 满足 Helder 不 等 式 

lel. <S Chalan el, | fl,, 

HRi<cr<o,l<oplo,-,lioip<oFHfhl<q<oa, 
这 些 指数 由 等 式 1/r = 1/9, 十 … + 1/p, + 179 联系 .此 外 ,我 们 
将 要 求 让 g 对 应 序列 (ca ，… ,ai, 放 的 这 种 算法 完全 像 普 通 乘 法 一 
样 , 跟 对 a1,… ,as 和 同时 施行 的 平移 和 正 展 缩 是 相 容 的 . 假如 这 
两 个 条 件 是 满足 的 ( 妈 Holder 不 等 式 和 交换 规则 ) ,那么 算法 完全 
由 多 重 线 性 象征 rE) € L° (R x RY) 定义 ,其 中 € R, = 
Gsm) E RY ,并 且 有 


glr) = CSS || e= EP rE, ny f()aCspdédy, (1.1) 


Ep a) = a h)an (9,) dh = dmedm,9 = M + + ty. 
4rE,p = 1 ,就 重新 回 到 普通 乘积 . 
必要 条 件 r E LR X RY) 对 于 (1. 1) 定义 一 个 具有 跟 普 通 
乘积 同样 的 连续 性 ( 即 上 面 指 出 的 带 常 数 的 H6lder 不 等 式 ) 的 多 
重 线性 算 子 不 是 充分 的 . 
多 和 恒 线性 运算 参与 到 全 纯 泛 消 的 研究 中 . 这 些 全 纯 泛 函 ,举例 
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来 说 ,出 现在 反问 题 中 . Ba RE EE AR Fl eR a (x) CHE in 
地 球 内 部 的 电阻 率 ) 作为 一 个 偏 微分 方程 的 系数 出 现 . 假定 经 过 
适当 的 测量 ,建立 算 子 T(a)|Lf = g, 它 允许 在 适当 的 空间 里 解 这 
个 偏 导数 方程 . 反 间 题 在 于 从 对 算 子 TC(a) € CAA) 的 认识 求 
a(x) ,其 中 五 是 一 个 Hilbert 空间 . 在 许多 情形 ,TCa) 对 a 的 依赖 
性 是 全 纯 的 ,因而 使 得 应 用 隐 哨 数 定理 具有 吸引 力 . RTH SAS 
PR Ta) (比如 在 0 的 邻 域内 ) 写 成 
Ta) 一 1 十 Ta) + + + Tia, ,a) +2, (1.2) 

KT € LCH,H) 不 依赖 于 a,Ti(a) KF a 是 线性 的 , 它 在 
LH, H) 内 取 值 ,… 最 后 Ts 是 “ 阶 齐 次 多 项 式 ”, 即 在 CH, 
H) 内 取 值 的 多 重 线性 算 子 Tia) 在 对 角 上 的 限制 

为 了 能 够 应 用 隐 范 数 定 理 ,适当 的 办 法 是 安排 一 个 Banach . 
空间 B, 使 得 a 在 B 里 的 范 数 跟 算 子 Ti(a): 吾 一 且 的 范 数 等 价 .在 
下 面 的 例子 中 ,排除 了 下 列 可 能 性 ,即使 Ti(a) € SCA, H) Xt ha 
BRAM BS 9° CH,A) 上 是 满 射 . 事实 上 ,T(a) 的 集合 表示 
Banach Z CH, H) 中 的 一 个 闭 流 形 V, 而 反问 题 是 把 a 当 作 这 
个 流 形 V 上 的 一 个 全 纯 活 函 子 以 研究 . 

诚 如 读者 所 猜 到 的 ,问题 在 于 发 现 Banach 空间 B, 它 允许 解 
决 反 问题 (在 方才 叙述 的 意义 下 ) ,那么 最 常 出现 的 情况 是 ,T(a) 
仅 定义 在 一 个 子 空间 4 CC B 上 .这 个 子 空间 对 应 于 在 一 开始 为 使 
(1. 2) 的 提 法 有 意义 而 作 的 正则 性 的 多 余 假设 ， 

于 是 人 们 准备 估计 式 | T, Cay 9°" sak) | L(H,H) < C* | ay | A°°° 
| a Il 4. 这 个 估计 表明 Ta) 在 Banach 空间 4 的 0 的 一 个 领域 内 
是 全 纯 的 . 但 看 AZB, PRATS EREN. 

最 佳 的 估计 是 

| T,(a su) || scan SC Halls. als (1.3) 

人 们 不 能 走 得 更 远 , 这 是 因为 对 两 个 常数 C >C, A 
Ciall a S Ti) | eam <C llall s (1.3) 成 立时 ,我 们 就 说 
BEY Faiz HET (a) 的 全 纯 空 间 . 正如 我 们 刚 指 出 的 那样 ， 
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如 果 不 知 道 为 算 子 T(a) 的 流 形 V 提供 参数 表示 的 全 纯 空 间 ,就 不 
能 着 手 解 决 反问 题 . | 

iW = LR), B = LOR), RETIRE — PL 
义 , 即 所 有 写 出 的 算 子 与 平移 以 及 尺度 变换 可 交换 . 在 这 种 情形 ， 
我 们 致力 构造 的 多 重 线 性 算 子 

T, laee ap LF] = Za, € L (R"), +a, € L (R), Sf € 
LR"), g ELR), AC. DDR. MH BLE a,,1< j LEE 
了 补充 假设 以 致 允许 写 出 (1.1) 时 ,它们 应 由 (1.1) 提供 . 这 些 假 
设 是 w 属 于 Wiener 代数 ACR*),ACR") 由 LICR") 的 函数 的 
Fourier 变换 组 成 . 从 ACR") 过 渡 到 LRO 的 问题 留 下 重大 的 困 
难 , 这 是 因为 我 们 还 仅仅 建立 了 加 于 多 重 线性 象征 以 保证 Holder 
不 等 式 成 立 的 充分 条 件 的 部 分 结果 . 

为 证 明 这 些 条 件 实际 上 是 充分 的 ,我 们 应 用 David 和 Journe 
的 TQ) EM. 

这 个 同样 的 步骤 将 在 第 14 章 处 理 Kato 问题 时 还 要 用 到 ,该 
问题 涉及 到 散 度 形式 增生 微分 算 子 的 平方 根 的 定义 域 . 


2、 多 重 线 性 算 子 的 一 般 理 论 


以 回顾 Wiener 代数 ACR") 的 定义 和 性 质 作为 开始 . 它 由 函数 
f E DŒ) 的 Fourier ZH 7 AM, HENS TEAR 内 的 范 数 
就 是 了 在 LCR") 内 的 范 数 . 那么 ACR") 是 CR) 的 (稠密 ) TR 
COR) 是 在 无 穷 远 点 为 零 的 及 " 上 的 所 有 连续 函数 的 代数 . 此 
外 g € ACR") 的 范 数 在 平移 和 展 缩 下 是 不 变 的 . | 

Wiener 代数 ACR”) 以 自然 的 方式 成 了 跟 平 移 以 及 展 缩 可 交 
换 的 多 重 线性 算 子 理论 的 出 发 点 . 

事实 上 , 设 R,; A(R") — ACR") Ba FRAT; BRC) = 
fly — x). 同样 ,对 人 > 0.D;,; ACR") > ACR”) 由 Df) = 
FO y) 定义 .把 ACR) EX ALCOR") 记 为 1. 
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命题 1 ra x LL 是 连续 的 (十 1) 重 线性 算 子 并 且 
-对 所 有 向 量 zER Xa EA .a CAM SLE LER 

r(Ra,,R a, Rf) = Rr(a a, f), (2. 1) 
则 存在 一 个 函数 E LRO), RSA x 的 象征 ,使 


tla, f) — (2x) "tD | et Etn 
w 


x r(7,Ë)àa(9)F(É)dydË, (2.2) 
rh alr) = a,(x,) eran lr) x €E Ro ER, 7 = Core) 
7 = Mm + e +H. 

另外 , 若 工 与 展 缩 在 下 列 意义 下 可 交换 
(Dast Doar, Daf) = Dinar sar, J) XTA >O, 


(2. 3) 

则 zr 是 0 阶 齐 次 的 ， 
1(07,0€) = 1(7,€) APA 0 > 0. (2. 4) 
反之 , 若 rE Le?) , 则 (2.2) 定 义 一 个 在 (2.1) 意 义 下 


与 平移 可 交换 的 多 重 线性 算 子 , 且 有 
Ira laS elolatacs lallald fil. 25) 


REKREA ARO 代替 Co(R") ,多 重 线性 理论 是 平淡 的 ， 
深刻 的 问题 是 推广 (2.5) ,用 rs | ce dala ltl. Re 
它 的 右 端 ,其 中 由 zz 是 一 个 适当 的 范 数 ( 必 然 比 L” 范 数 更 精 
密 ). 另外 容易 验证 | re 不 可 能 是 xz 的 二” CA. 

为 建立 (2. 2) ,我 们 进行 下 列 启 发 性 的 探索 ,我 们 干脆 用 e** 
代替 Qa(T),… ,用 ee”* REF a, (x), RA a ER ey € 了 及" ,并 考 
BAT Toe ay LCR") 一 LR), 其 定义 是 

Tease (FP) =exp(— ila 十 … + à) + x) 
X welt, ei, fj. (2. 6) 

由 于 函数 ea ER", ARR ACR") ,这 没有 意义 .不 过 ,对 所 
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# o> 0, Mette LU 属于 4(CR") ,并 且 它 们 的 范 数 是 1. 如 此 看 
来 ,被 禁止 的 情形 是 被 允许 的 情形 的 极限 . 

继续 大 胆 设想 . 由 于 (2. 1) FT ee L 一 荆 跟 平移 可 交 
te ,借助 Fourier 4, € h — PREF rla, E E 也 (了 tt) 
定义 . 嫩 且 认为 f(z) = expli- x) BF LCR"), SX, (x) = exp Cia, 
*x), WA 

W(X tt sf) = THe Hi. (2.7) 

CC. DEME k +2 TRAR T, Xo A0 SY FE.) 只 需 再 
对 (2. 7) 进行 线性 运算 ” 即 得 (2. 2). | 

我 们 过 渡 到 (2. 2) 的 “严肃 的 ”证 明 . 实际 情况 是 ,a! € 
ACR") ,a E AG) ,fF E LR"). 为 分 析 x, 引进 多 重 线 性 齐 式 
J (LR) x (LOR"))? 一 CC, 其 定义 是 


J (bi 3°"? Dy tsk) = |r, p be ,Jédr, (2.8) 


其 中 忆 是 六 的 Fourier 变换 ,等 等 .于 是 有 
Fs Sofie] Sea ii Tali ds, ilel., 
(2.9) 
而 平移 不 变性 给 出 ,车 Xa) = expo + r) w € R", WA 
JE 一 Ts) (2.10) 
为 走 得 更 迁 FE J RECRON 上 ,并 利用 Schwartz # 
定理 提供 的 多 重 线 性 形式 的 分 析 . 于 是 存在 一 个 属于 ORS) 
的 分 布 5S 1874.4 bb fe ET SOR) 时 有 
TOs Oishi ge) = (S,b Q Hb fH ga). (2.11) 
利用 等 式 (2. 10) 则 得 S = XS, AXE X + Cay Trs Tiri tar) = Xr 
Fee F Lui — auri E Rye ryan E R". AS WRAY = 1 
支撑 ,而 不 论 X 如 何 选 取 . 遂 得 5S 是 一 个 由 ms 一 + eee + Tea 
支撑 的 单 层 分 布 . 
最 后 存在 变量 roro, 的 一 个 分 布 o 使 得 S 是 这 个 分 布 
在 一 个 映射 之 下 的 象 , 该 映射 使 (Zz1，…,zitiy 荆 十 … + un) 对 应 
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Frise Tai). 

我 们 方才 证 明了 等 式 

J Cb, see hy ,U0) = [fe (21 )b2 Cr, rtt bC LUCL) 

x vT: 十 s.. + pr JAC Lis Lis) 

其 中 我 们 把 对 于 一 个 测度 的 积分 的 通常 写法 推广 到 了 分 布 . 

我 们 要 表达 J 的 连续 性 ,为 此 考虑 一 个 参数 之 0 (其 作用 是 
趋向 于 0) 和 由 Gauss 函数 给 的 特殊 选取 

b, (x,) = -+exp | — meer). 


_ 2 
ae b, (2; ) — 3 "exp| 一 yal), 
其 中 a € Re. , dy € R”, 


— 2 
ult) = 8-…exp| 一 EZS x aet1 | | ,最 后 令 


— 2 
(Zit+z) = d-"exp| 一 lese al ,其 中 are 一 ai 十 aa 
十 … 十 ai 在 这 些 选 择 之 下 ,2 (ar De Cxi) ulr ulr 十 … 十 


ri BF 074 exp] 一 和 二 全 |], 其 中 Q(z) 是 二 次 齐 式 
ja He + laren + fay ee + caer |? MY a = Case, 
Ape 1) oC = (List Ty). . 

最 后 JO. ,bu,v) 是 分 布 o€ ORO?) 和 单位 的 一 个 
通 近 G;( 和 忽略 一 个 仪 依赖 于 各 的 常数 ) 的 卷 积 . 于 是 表达 J 的 
连续 性 的 不 等 式 写成 ilox«Gsll. <C, WE FRR © € 
L RP). 这 就 建立 了 (2. 2), 56 A t IE o. 

反之 ,从 (2. 2) 出 发 并 来 建立 如 此 定义 的 运算 的 连续 性 . 仍 考 
BIER [alae dz,g € LR) ,这 个 形式 等 于 


[ac < 一 妨 一 … 一 PE EÂ, h) å (M) FE) did. 
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先 对 积分 并 利用 Cauchy-Schwartz 不 等 式 ,再 对 poeh 积分 . 
连续 性 据 此 建立 ,而 (2. D 的 验证 是 平凡 的 . 

困难 的 情形 是 ,人 们 致力 于 用 在 及 上 连续 且 在 无 穷 远 点 为 零 
的 函数 的 代数 CCR”) RE Wiener 的 代数 ACR") ,在 处 理 这 一 情 
形 之 前 ,我 们 要 指出 如 何 用 有 界 复 Radon 测度 jx € MOR") 的 
Fourier-Stieltjes 变换 的 代数 BCR) 代替 ACR). 我 们 沿用 从 
C (RO 过 渡 到 LRO 的 类 似 步 又 . 

设 4 是 一 个 有 界 Radon 测度 . 我 们 说 一 个 有 界 Radon 测度 的 
序列 上 7 CN ,狭义 趋 问 于 w, 如 果 对 所 有 有 界 连 续 顺 数 2(z), 有 


lim | aodu) = foodu). 这 归结 为 对 在 无 穷 远 点 为 零 的 
连续 顶 数 写 出 同一 条 件 和 附加 条 件 
J comnts Se), 


其 中 eT) 当 了 趋 回 于 无 穷 时 关于 j 一 致 地 趋 于 0. 

”为 了 把 多 重 线 性 算 子 x:A4 X 一 蕊 扩张 到 CB(R"))* x 
LCR) RUN RES. A A B= BORD 的 用 向 量子 
空间 (实际 上 是 一 个 理想 ). 而 当 利 用 狭义 收敛 概念 时 4 变 得 在 B 
内 稠密 . 我 们 说 4 的 一 个 消 数 序列 a,,m E 六, 狭义 收敛 到 2E B, 
如 果 Fourier 变换 an KR CUBE À. 

”我 们 对 象征 附加 的 补充 性 质 是 ; 奎 当 mw 趋向 于 无 穷 时 ,7,n 一 
7; E R”, W) Tan se o Memi — Mam Nem CHF FILE Xb 
处 ) 趋向 于 r(7 9-0 ME — mm — or — 9). PUS 77.8) 在 控 掉 (0， 
0) WIRY x R 上 连续 时 ,上 述 性 质 县 备 . 

我 们 指出 如 果 这 个 连续 性 满足 , 则 有 
fim | r(b,f) — rlan f) |: = 0, (2.12) 
Hepa fe L',a, € ALOE B, HH a, MINE 0. 
Atk, (2.12) HARETO, N. 
回 到 (2. 2) ,用 X, BRIE ALU e7 HHA = +e 
250 


+ m7 = Choe E RTT M, 表示 卷 积 算 子 ,在 Fourier 变 
换 之 后 ,这 相当 乘 以 +(7,6 一 D 的 乘法 . 于 是 


zla, f) = "|M, X (Pacman. 


由 于 对 象征 r+ PERES EBRR, MX) 给 出 的 7E RYE 
LR) 内 取 值 的 函数 是 连续 上 且 有 界 的 . 最 后 (2. 12) 从 狭义 收敛 的 
定义 得 到 ,这 个 定义 同样 适用 于 在 可 分 Hilbert 空间 取 值 的 有 界 连 
LE PR BY. 

在 结束 本 节 前 ,我 们 叙述 几 个 有 关 算 子 tla sa) 的 集合 
Tl(k EN) 的 易于 得 到 的 结果 , 其 中 , 我们 把 a,…,as 固定 在 
Wiener 代数 4 或 代数 BE FAS BREA FINE SE L 
E.R LET BPO, ABET 亦 然 . 

FLEA fA e BUR), WA 


|? Near= C2)" Jec E — DIOM, E dydE 


~ CRDI E— DMA, — E — 


— pdrdé, 
因为 人 的 象征 07,8) 是 r(7， 一 和 一 7 力 . 
Mit RES T,BFOFR TT. BF OT, =T -T:R F 
Vy i PEET, 的 象征 ma ws) 由 乘积 mm 十 局 
He + Prise, ,a)r, CE, 0) 给 定 .验证 是 直接 的 并 且 留 给 


3. 多 重 线性 算 子 连续 性 的 一 个 判别 法 


我 们 着 手 研究 把 起 初 定义 在 A Xx L* 上 ( 取 值 在 LL 内) 的 多 重 
线性 算 子 (连续 ) 扩张 到 (CCR"))* x LR) 上 这 一 基本 问题 . | 
由 于 对 所 有 函数 a € ACR) ,我 们 有 lalo < lalla, RF 
TPE) E LR” X RY 对 于 定义 在 (Co)* X L ERRE 上 内 的 
251 


x 的 连续 性 是 必要 的 . 但 这 个 条 件 不 是 充分 的 . 这 里 是 一 个 例子 ， 
取 n 二 二 1, 即 在 一 维 情 形 并 且 算 子 是 双 线 性 的 . S rla, P) = 
(Ha) f, 3X # H Æ Hilbert BR. 在 这 种 情形 ,r(7,6) = 二 一 ix 
sign 7, E rla, H) 没有 所 希望 的 连续 性 ,这 是 因为 袁 人 了 从 C, 到 L”“ 不 
是 有 界 的 . 

这 个 例子 修改 (五 代 以 其 它 的 卷 积 算 子 ) LR, TUE, 
想 其 核 属 于 L” 时 双 线 性 算 子 ra J) 连续 , 必须 假定 a 属于 
Wiener 代数 ， 

多 重 线性 算 子 在 (C, CR"))* x LOR) 上 连续 的 一 个 充分 条 件 
由 下 列 定 理 提 供 . 


定理 1 BETE) € LCR) 还 满足 下 列 条 件 
[PrE S CAE + aD, (3. 1) 
其 中 
”一 (Cj E DT, E NY’, 


而 
上 | 一 1% | + 7. | + + 十 |”, | <N=ntk+ 1) +1, 
则 由 (2.2) 定 义 的 相应 于 这 样 一 个 象征 的 多 重 线性 算 子 满足 
| (as, af) | 2 <C | dl | °°° || a | co | f | 2 (3.2) 


由 此 即 知 x(q,… ,a, 了 ) 可 连续 扩张 到 和 情形 .al € Corse ,a; € 
Co 和 ff€L. 

WAF tla sais) 扩张 到 情形 a € Lsa E LOM f 
E 2 是 适宜 的 . 

Ek=1 HEG. D) 成 立 , 扩 张 问题 具有 一 个 显然 的 解 .事实 上 ， 
Fe {TAI XT FG Fh (LL!) C E L 中 是 稠密 的 . 而 这 个 拓扑 可 
由 王 列 等 价 条 件 定义 :一 个 序列 a。 € Lo SUE] E L”, 当 和 且 仅 
当 乘 以 函数 à, Cr) AE RARE F ALL? 一 上 ? 65 A Bl FE LI 
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pz) 的 逐 点 乘法 算 子 B; 即 
lim (An f,g) = (Bf,g) TE L'Age L’. 


于 是 定理 由 下 列 命 题 补充 . 


命题 2 Bk=—1, Mew Wa, € Co Æo”, DL) 拓扑 意义 下 
KAE E L”, WAT T,: Ve T, YD = ra. E 
义 ) SUC NE —PAF TT IZA rf). | 

这 个 命题 证 明 如 下 . 考虑 三 线性 形式 

J(a,f,g) = JCa, gaz 一 fad tis... 


这 里 有 界 Radon 测度 ducs 的 存在 性 由 估计 
Jia fogo|<Clalloiifilellgl.a@eQfe L’,g € L*) 
推出 . 
我 们 打算 验证 dec 属于 Z:(R") ,为 此 用 适当 简单 的 函数 通 
近 LRO 的 一 般 函 数 f 和 g. 我 们 要 利用 SOR) 的 函数 ,并 设 它 
们 的 Fourier 变换 有 一 个 不 含 0 的 紧 支 集 . 在 这 种 情形 下 ducs = 
h(x). 这 里 


h(x) = ame | eg — 7 — f(y, ednde. 


先 对 上 积分 , 便 得 到 7 的 一 个 函数 , 它 有 紧 支 集 , 并 且 它 的 正则 
性 足以 保证 A(z) 连续 且 在 无 穷 远 点 是 CO(Cizl- |). 由 稠密 性 和 连 
SES SCL ge 时 dps 属于 郊 (R"). 这 就 推出 希望 
的 结论 . 

这 个 方法 仅 对 & 一 1 通 合 , 当 & 上 之 2 时 不 再 有 效 . 这 时 出 现 了 典 
型 的 非 线 性 现象 . 一 个 明显 的 例子 是 普通 乘积 raa, f) = 
araf. € n= 1, M 

Qn (XT) = e (1 + xt) Va, (er) = e "(1 + T, 
那么 wa。 和 arn AAB) 0, 但 对 a.m Ooms AT A AU. 

因此 我 们 要 舍弃 这 个 弱 拓 扑 ( 对 函数 或 者 算 子 ), 而 代 以 一 个 
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(对 L” 函数 的 ) 收敛 概念 , 它 要 能 够 列 涵 算 子 的 强 收敛 性 . 我 们 说 
—PIERERAR FR T, L > Lm € N ) RBC REY T: L > 
LSA 4a SE oT, EL? RBA TS). PRK 
来 说 ,我 们 说 LS RO 的 一 个 序列 à, Ca) TRE MUSE 0x) , 4AM 
HR anl) 的 逐 点 乘法 算 子 An TRU SS FEA bCx) HE ARE 
算 子 B. 这 蕴涵 (由 Banach 定理 ) 序列 || a, |. AA BMA T> 


off. lbCx) — a (x) |?dx É AF 0. 
这 个 条 件 显然 是 充分 的 ,而 定理 1 应 当 由 下 列 命题 补充 . 


命题 3 RER ISIE, ajn o) RF CCR) 并 狭义 收敛 到 
属于 LO CR") 的 图 数 aj. 

则 对 LRO AJ AT A ER À S PR NC, mot sarm D) FEL? TERK 
We EI — ARR, ZA a a> ERR Pr HT IE 
序列 ca.。… Gaim 的 选择 . | | 

此 外 如 此 扩张 到 (ZL™)* x L: 上 的 多 线性 算 子 本 身 在 下 述 意义 
下 是 连续 的 :函数 ai.。E LRO 的 狭义 收敛 性 蕴涵 ,对 所 有 苯 数 了 
E LR ,A(an arm J) FEL? HRMS ra, arf). 


首先 回 到 定理 1. Re fe SCR") 并 且 wm，… as 属于 4(R")， 
于 是 我 们 可 以 把 g = x(al,… asp PEN gx) 48> 0 EF 0 
时 的 极限 来 计算 ,这 里 oo 

g(r) — Gam" Deine 


x exp (— ef9|? — eê 7, Ha Edd. 
应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 即 得 g(x) = lim gx). 假如 我 
们 对 ge 能 够 建立 (3.2) 并 且 C 不 依赖 于 e,Fatou 引 理 即 允 许 过 滤 
到 极限 . 我 们 还 可 在 0 的 邻 域内 截断 r, 并 且 以 下 我 们 就 对 这 些 截 
断 象 征 进行 推理 并 省 栈 指 标 之 0. 
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现 用 天 (zx tw) RIR r HIX Fourier BR. 一 方面 , 民 在 
RTD 上 连续 且 在 无 穷 远 是 OC(z| 十 hal toe + pa > (但 党 
AKF > 0 不 是 一 致 的 ). 

另 一 方面 ,我 们 有 |K Czy) | SCC lax] + lapale 并且 
1aK/azr | + |AK/duj;4) KC rl + Jaf teo, 

经 过 直接 计算 得 

x(b,f)(x) 

— Fe [RC — VX — Us, T — u)b (u,b, Cu) 


x f(y)du,--du,dy 


一 [Roz ody (3.3) 
其 中 
K(b;x,¥) = | [KG — VoL — Uys ZX — Uy) 
X bu )---b,(u;)du. 
那么 容易 验证 
IR Gr) S Ca WA aor all elz — yi™ (8.4) 
以 及 


|9/97,K (b;x,y) | <C | b, | oa *** | | oo |x 一 yp, 
(3.5) 
|a/dy,K (bs x.y) | KC | | oer bi à 
x fr — y "(jn),. (3.6) 

这 就 促使 我 们 利用 David 和 Journé H TO) 定理 以 建立 线性 
BET 的 连续 性 ,其 定义 是 了 6 DP) = asb f). 

对 & 进 行 归纳 . RITET) = Ls Oh] ,其 中 区 的 象 
征 是 r(7 M0). 这 个 象征 满足 (3.1) ,因此 定义 一 个 在 LR) 
上 连续 的 Calderon-Zygmund FF TP, 这 个 连续 性 由 归纳 假设 
保证 . 

因而 算 子 7 从 达到 BMO E, ZATA) € BMO,# 
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实 上 这 里 根本 没有 处 理 奇异 积分 算 子 ,因为 z 已 被 rz 取代. 并且 所 
表 述 的 定性 信息 应 当 被 写成 定量 估计 的 形式 . 我 们 没有 这 样 作 以 
免 篇 幅 元 长 . 

致 于 说 到 了 (1) ,验证 是 同样 的 ,只 需 考虑 到 第 2 节 末 尾 曾 
经 进行 过 的 伴随 象征 的 计算 . | 

为 了 证 明 弱 连续 性 ,可 利用 第 8 章 命 题 6, 用 九 表 示 函 数 e”=， 
z E R". 并 来 证 明 存 在 一 个 常数 C 使 | TP Xu) | bo & Cw E R”. 
那么 弱 连 续 性 将 得 以 验证 . 

在 我 们 这 里 T%(X,) = 

CD fone |e rw nh 19% — w) 


X bi) bi hor — wd hedh 
= L, Cbi be) Xba], 
其 中 La 的 象征 是 TCW, MsP- — w). 这 些 象征 关于 © 一 致 满足 
假设 (3. 1), 因 而 仍 是 归纳 假设 允许 得 到 结论 . 
我 们 对 整数 进行 归纳 推理 以 建立 命题 3. ST. = Ti 表示 
E LR) 上 由 了 (站 = ra mr am) 定义 的 算 子 . 我 们 知道 
算 子 TnL 一 L ARDERII], AUER RRE J HE 
LR 的 一 个 稠密 向 量子 空间 时 了 少数 列 T,(7) 的 收敛 性 , 即 可 建 
立 Th 的 强 收 敛 性 . 这 里 所 用 的 子 空间 V 由 下 列 条 件 定义 :f € 
F(R") 并 且 0 不 属于 SOC 的 Fourier 变换 ) 的 紧 支 集 . 


AEDO 分 解 成 一 个 级 数 > p,(8)g,(), 对 于 后 面 用 


到 的 所 有 范 数 ,这 是 一 个 依 范 数 收敛 级 数 . 为 建立 这 个 分 解 , 令 了 
> 0 是 一 个 充分 大 的 数 , 以 致 广 (5) 的 支 集 含 于 El ST/3. 以 TT 为 
FREE e,i, 的 周期 把 由 r(7,8)/ (8) 给 定 的 的 函数 周 
期 延 拓 . 计算 这 个 函数 的 Fourier 系数 


Ten DF @exp(— 2m + kT ')dé = q), 


最 后 有 
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(DOC) = > ,qexp2rié -k TDX), 
kes 


HELS € DR") 是 一 个 “截断 ”函数 ,其 作用 是 把 eC, OF CE) 
的 主要 项 同 由 周期 化 带 来 的 多 余 项 分 离开 . 简单 的 改变 写法 就 得 
到 所 宣布 的 分 解 . 然后 按 项 推理 , 略 去 指标 j, 于 是 归结 到 r(?7， 
EF CE) AÈ PEE 的 情形 ,这 里 | 

ox sup, | CL + mD Fa | à < co. (3.7) 
那么 

(Amst? armo J) = WT) QA, ms Lim)» 
其 中 
Qa; ns" Am) 


= [fener ac, vr ,7 Q1.m (D ) tAr n Md dm. 


这 里 w(z) 连续 且 在 无 穷 远 点 是 O(1zl-"). 所 要 的 结论 将 能 推出 ， 
如 果 能 够 指明 函数 gnl) = QCc sarn) 在 范 数 L: CR", (1 + 
[cD dr) 的 意义 下 收敛 到 go (x) = Qla yay). 

为 建立 这 个 收敛 性 ,考虑 由 万 CP) = Qaim team J) 定义 
的 算 子 La: LCR) > L*(R"). 这 些 算 子 的 一 致 连续 性 由 定理 1 得 
到 . 此 外 ,如 果 分 布 RE SCR") 是 象征 g(7) Hi Fourier 变换 ， 
DU Ln 的 核 Lux y) 由 下 式 给 定 


L(t yy) = [+ [RG — Uys TO Uris £ — y) 


X iim (ty) Ap 1m Cr du. 
由 于 a) 是 正则 的 ,R 在 无 穷 远 点 充分 递 降 以 致 有 | 上 (zy) | < 
Clz 一 y| C 不 依赖 于 mx. 此 外 ,有 a 到 a 的 狭义 收敛 列 涵 
L,. (x+y) R) Lir, y) WERKA, L, y) 由 在 积分 号 下 过 渡 到 极 
限 来 定义 . ， 
由 于 关于 命题 3 的 结论 的 归纳 假设 ,我 们 知道 
(La N- LN]: >0 (FE L), (3.8) 
257 


并 且 有 
Lx) <Cle — yl t, (3.9) 
以 及 
L,(x,y) 一 二 (rzryy) LÉ y. 

由 这 三 个 性 质 本 身 即 推出 L,, (6,,) ELR, A + |x[)7#dx) 
范 数 意义 下 收敛 到 工作 ) ,只 要 名 狭义 收敛 到 LC). 

我 们 来 验证 这 一 断言 . 把 L, 分 解 为 An 十 Bn XE Bn 由 核 
Lars uen 定义 (Xz 表示 五 的 指示 函数 )， 

那么 Bn On) 一致 收敛 到 B. (6) HAR FEL’, | BN 
B-N |: FT 0. 这 表明 可 以 A, 代替 L, 这 时 , 只 需 注意 到 
A, (bn) TE L& 中 收敛 到 A. GO) ,并 且 这 些 函 数 满足 


172 
sup[| [Ana dy | < o. (3.10) 


ref” 


这 是 以 保证 在 LR, a + xl) oda) 内 的 收敛 性 . 

作 为 本 节 的 结束 ,我 们 给 出 定理 1 的 算 子 Ti(f) = za, 
ar P) 的 弱 连 续 性 的 第 二 个 证 明 . 

我 们 利用 第 8 章 命 题 5. 为 验证 T, OSS EEE, FRE 
pA E 4, 是 一 个 小 波 标准 正 交 基 时 有 | TC) SC. 我 们 注意 
加 于 多 重 线性 象征 z 的 条 件 对 展 缩 是 不 变 的 . 这 表明 相应 于 + 和 
Gore als Ll,e ia 和 < 委 1) 的 各 种 选择 的 所 有 算 
子 T, 的 集 对 于 平移 和 展 缩 是 整体 不 变 的 . 这 个 注解 允许 把 要 施行 
的 验证 的 集合 缩减 为 对 2" 一 1 个 “小 波 母 亲 ” 的 验证 . 最 后 我 们 利 
用 Littlewood-Paley 小 波 ; 因 而 内 以 “一 进 环形 ” 


E K sup (6s lie, < 
为 支撑 
忽略 指标 4, 便 归结 为 研究 
evr DEDA dans 
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并 且 验 证 这 个 函数 属于 LCR"). 只 需 重 新 采用 前 面 用 过 的 分 解 
GED) = DAOG ,并 且 容 易 得 到 | Ti) lC. 


这 个 证 明 的 价值 在 于 能 够 推广 到 用 BMO RE L 的 情形 ,这 
IE FR TE Be OT FE HI. 


4. 在 (BMO)* 上 定义 的 多 重 线性 算 子 


我 们 打算 尽 可 能 的 在 定理 1 中 用 BMO RL. 这 个 课题 提出 
两 个 问题 . 第 一 个 问题 涉及 到 估计 
Fra, a, P Ne LC a fo els | FH, 
代 以 更 精确 的 估计 , 即 
Fra, aes) | 2 SC |] a || wore Il ae Il Bao À Il 
(4.1) 
的 可 能 性 . 其 中 aeea g F Wiener 的 代数 ACR"). 

第 二 个 问题 在 于 延 拓 对 wa € ACR") 定义 好 的 多 重 线性 算 子 
ras, J) 到 一 般 情形 a; € BMO. 这 个 延 拓 可 不 能 以 质朴 的 
方式 进行 ,这 是 因为 ACR") 在 BMO 中 不 是 稠密 的 . 我 们 不 能 再 满 
足 于 拓扑 *C(BMO ,已 :) ,就 我 们 的 需要 而 言 , 它 太 欠 精密 . 我 们 采 
用 一 个 中 间 道 路 , 即 强化 弱 收 敛 性 以 适应 非 线 性 问题 . 


定义 1 Ronom E N, Æ BMOCR") 的 一 个 函数 序列 . 我 们 将 
说 Om 狭义 收敛 到 2, 当 且 仅 当下 列 两 个 条 件 满足 


| bn | euo S C, (4.2) 
存在 常数 序列 c。, 合 对 所 有 RR > 0 有 

lim |b Cr) — ba C£) — cy |?dx = 0. (4. 3) 
mo) {|r} 


如 此 定义 的 理由 如 下 . 考虑 由 第 8 章 第 11 节 的 伪 积 x(8, 户 一 
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ABS AO 提供 的 从 BMO BL? 的 线性 作用 . 那么 我 们 有 


命题 4 BMO 的 函数 的 一 个 序列 8,,8 E 名， 狭义 收敛 到 A 
€ BMO, 4 HI 4h TOP) = nn J) PLHA TT, L >L E 
算 子 强 收 和 剑 意义 下 收敛 到 由 了 (六 =r D 定义 的 工 . 


为 验证 这 个 等 价 性 ,一 开始 就 注意 到 (4. 2) 由 Banach 定理 提 
供 . 如 果 一 个 序列 T,:L? 一 上 是 强 收 敛 的 , 则 算 子 的 范 数 是 有 界 
的 . 而 这 些 范 数 等 价 于 函数 LB, 的 BMO Ar. 

FERT Tn 组 成 Calderon-Zygmund 算 子 的 一 个 有 界 序 列 ， 
ME T, 强 收 敛 到 工 , 则 TT, (1) Æ BMO, H) 拓扑 的 意义 下 收敛 
到 工 (1) ,这 正如 我 们 在 第 7 章 引 理 3 曾经 指出 过 的 . 从 而 在 拓扑 
o(BMO,H 的 意义 下 8, 收敛 到 8, 由 此 得 对 固定 的 &,Ai(B,) 一 
BY WA BY FH A, CA). 

对 属于 ACR") AE Fourier FRR 2 [| KS] LE Z, 
支撑 的 函数 检验 强 收敛 性 . FE ARM LOR) 的 一 个 完 
全 子 集 ,这 些 检验 是 充分 的 . RR AIS, = 0M RS! 
+6559) =f & 的 其 余 五 个 值 无 关 紧 要 , 因为 我 们 已 经 知道 
À,(B,) 一 致 收敛 到 ACP). 

由 上 得 到 之 ， f(AB,) = F (Bm 一 Se(p), 它 应 当 收 剑 到 


f (Pp— SirelB). 

设 尺 之 0, 可 以 构造 了 , 亡 有 上 面 叙述 的 性 质 ,并 且 在 lr] SR 
上 不 变 为 零 . 此 外 8, 到 SME RIF SK) RE 
Sirs (Bd ,然后 用 常数 c = SoC Bm) CO) 代替 Sirs (Bn). 这 些 代替 所 
带 来 的 误差 表示 成 B, 和 一 个 H 的 函数 的 数量 乘积 的 形式 . 这 就 
得 到 条 件 (4. 3). 

反之 , 若 (4.2) 和 (4. 3) 成 立 . 容易 把 (4. 3) 代 以 函数 BP, 一 
So(B,) 到 B 一 8. CB) ELR 1 + |zl) dx) 内 的 收敛 性 . 
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kA EU S RARI BS AD LY PRE JY PR EX CB,» FD Bl CB, 
D FEL? ABC SPE. 
现在 能 够 表述 基本 定理 了 . 


定理 2 假定 沿用 定理 1 的 记号 和 假设 ,并 设 当 7(1 <j!) 
中 的 一 个 是 零 时 7,… eS) = 0. 则 由 (2.2) 定 义 的 多 重 线 性 算 
fr, At X Li? L? 满足 
| rp bes S) | 2&C | bi | BMO °°° | b, | BMO | f | 2» (4. 4) 
并 且 可 连续 扩张 为 一 个 多 重 线性 算 子 r: (BMO) x 天 一 三 .这 个 
连续 扩张 :用 狭义 收敛 到 己 的 Wiener 代数 4 的 函数 序列 bm SUE 
RR b; € BMO 即 可 得 到 . 


证 明 一 步 步 地 沿用 定理 1 的 方法 . 新 的 一 点 是 由 T(Jf) = 
mises bj) TEMA F TL? — L 的 核 的 估计 .这 个 核 是 
K(6;z,y) = [fka — UT Uz,’ E — Up £ — Y) 
X b, Cui) bu )du Gy (4.5) 
其 中 天 的 (在 分 布 意义 下 的 ) Fourier 变换 是 77,6). 

Me ER, 2zA0,H Clee] tee t lenh + Je DK Cst, 
Tiz) 定义 的 ww CR MRM OE 0 宽度 为 |zz| + + + lel 
+ |z| 的 一 个 分 子 . IRRF TO, PE = 0 保证 .于 是 可 
以 积分 这 个 分 子 与 E BMO 的 乘积 . 然后 一 步 一 步 地 推理 ,每 一 
” 步 都 验证 积分 一 个 原子 同一 个 BMO 范 数 的 乘积 .我 们 仅 提 示 了 
一 下 这 个 计算 , 它 导 出 | 

[K(b;x,3)| <C | b, | BMO°°° | by | BMO |£ 一 y|”. 
同样 建立 对 关于 xz 和 yy 的 导数 的 估计 . 利用 David 和 Journe 的 
TO) 定理 即 可 建立 由 (4.4) 表达 的 连续 性 . 自然 我 们 要 对 & 进 行 
H A, 而 TO) SFT PO). 由 归纳 假设 ,T* ?是 一 个 
Calderon-Zygmund 算 子 .这 个 算 子 把 BMO 映射 到 它 自 号 , 当 生 仅 
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当 TP CD = OCA HRA) ,而 这 个 条 件 恰 好 由 T 9 1， 
0,€) = 0 保证 . 

不 能 用 我 们 曾 给 的 第 一 个 证 明 建 立 弱 连续 性 ,这 是 因为 一 个 
BMO 函数 跟 一 个 特征 苑 数 Xe AIR RATER T BMO 反之 第 
二 个 证 明 极 易 推广 ,我 们 让 读者 细心 验证 它 . 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 注意 到 条 件 

TCO so sett ME) 一 … TN, Me 75058) 
对 于 把 多 重 线性 算 子 推广 到 (BMO; 是 必要 的 . 事实 上 , 取 定 A, 
yay HR SEM A FSV 内 . 以 序列 ws。 = OG x) 代 
$ ww ,这 里 Fourier 变换 2 是 一 个 紧 支 连续 函数 . 此 外 假定 2 是 正 的 
并 且 eo = 1. 那么 
Tai Arsak, m F(X) 
— Gran f ferons tnt à 
rn Dah) a dm" X Omm) Edde 
> (mym fae et to ait 9TH 7, 150,64, (Ti) 
ay i (M_ Sf (Eddydé. 
收敛 在 L2 OR") 内 成 立 . 而 序列 OC x) 在 狭义 收敛 的 意义 下 趋向 
于 0, 遂 得 rj M1008) = 0. 


5. 全 纯 泛 级 的 一 般 理 论 


我 们 打算 把 刚 建立 的 多 重 算 子 理论 和 我 们 要 介绍 的 一 种 类 型 
IR RER Re EX. 
我 们 考查 下 列 情况 , 泛 基 在 Banach 空间 LR 上 全 纯 , 取 
值 在 有 界线 性 算 子 的 代数 A = LLR), LCR") 中 . 
RACIO R) 是 开 单 位 球 并 考查 L” 的 函数 取 实 值 或 复 值 的 
ti SH C 由 变换 8 Cr) = òr 十 天 组 成 ,9 二 0ER MC 
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LOR") EMBER AU SC) = OW FO Ex h) 定义 .至 于 GG 
在 ZL*(R*) 上 的 作用 宜 于 用 算 子 Vb(x) =b a —h))(O>0, 
hERD EN. 

FR (1189 SORE FS Ae K | 

F: Q-> 2, (5.1) 
它 遵 守 下 列 交换 规则 
对 所 有 函数 2E 2 和 所 有 & € G (5. 2) 
FV, 6) =U, F) U7! 
以 及 下 列 连续 性 条 件 

A O<r <1, RHO, ERRE |b]. <r FARM 
KAE b WAT FEO 强 收敛 到 FF(6). (5. 3) 

FR Ay FA EXT PRA RE — RE, BTE CR EL RÉ 6, Cr) 
的 逐 点 乘法 算 子 BL > L 在 算 子 的 强 收 敛 意 义 下 收敛 到 (由 
bic) 定义 的 ) AF BMA FO) M FO) 也 同样 . 

后 一 条 件 在 一 定 意 义 下 表示 (6)“ 类 似 于 ” 乘 以 6(x) 的 逐 点 
RESF. 像 在 多 重 线性 算 子 情形 已 经 指出 的 那样 ,这 个 条 件 对 于 
能 够 着 手 FO) 的 分 析 是 不 可 或 扇 的 ,这 里 (8) 限制 在 b 属于 
Wiener 代数 ACR") 的 情形 . 

我 们 刚 定 义 的 全 纯 泛 函 的 分 析 由 下 列 定理 给 出 . 而 其 综合 
出 的 困难 问题 ,后面 就 要 叙述 


定理 3 满足 (5.2) 和 (5. 3) EAR F0 ey 可 表示 为 
FO) =T +T) Hove + TG) He, (5.4) 
FOP, APO, +o 属于 Wiener 的 代数 AC), WA 
Tidy se Bb) CF Cr) (5.5) 
= (2m) fanfare DL TAC RE Eby (I) 
bh, (MF (Edy, ++-d7, dé. 
此 外 ,外 重 线性 象征 r 满足 
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T, E LORD), (5. 6) 
TAQ, 927 AMA) = TD ED) MAA ASO; (5.7) 
存在 一 个 常数 C > 0 HET ATA Rk EN AF LCR) HO, 
bi 和 属于 LOR) 的 了 的 所 有 选取 有 
ITs OO TL, SE YS are lade | F2, C5.8) 
最 后 T, 继承 了 了 的 连续 性 (5. 3). 


在 证 明定 理 3 之 前 ,必须 提醒 读者 ， 在 无 穷 维 Banach 空间 B 
上 的 全 纯 上 映射 可 能 表现 出 下 列 病态 . 可 以 构造 一 个 泛 国 在 空间 
LR) 上 是 整 的 ,但 在 以 0 为 中 心 的 一 个 给 定 的 球 上 不 是 有 界 
的 . 这 里 是 一 个 例子 . 考虑 线性 形式 AC) = | fl)erdz REN, 
JE LR), 并 令 

F(f) = ACTUS 
由 于 当 上 趋向 无 穷 时 ,入 (了) 趋向 于 O, 这 个 映射 是 整 的 . 它 在 球 
71 <2 上 不 是 有 界 的 . 因 否则 ,| HRANA 将 同样 有 界 
CEFR EN 一 致 ) ,从 而 
sup { | erea ; Fe 委 2) 


将 是 一 个 有 界 序列 .但 这 个 序列 是 2r。2-. 

现 回 到 定理 3. 在 单位 球 | 6 | à <1 LA Se FO 
续 , 因 而 在 0 的 邻 域 内 ,例如 球 上 5 上 -二 5 上 有 界 .但 不 能 精确 指 
定 6 守 0 的 值 . 

对 51 <ô, $ 


T,(b) = = i e “Feb dé, 
因而 有 IT: | a SC, RC ARR k. 由 齐 次 性 得 
| 7.) ||. Co || | &. 


TiO) 是 5 的 & 阶 齐 次 多 项 式 ,因而 是 对 称 多 重 线性 算 子 在 已 = b 
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= e. = b =b 上 的 限制 . 因而 得 到 (5.7). 

T 从 FF 继承 了 交换 性 等 式 (5.2) 以 及 连续 性 (5. 3). 因而 可 利 
用 命题 1 对 进行 分 析 . 

我 们 的 能 力 就 限于 此 ,因为 现时 我 们 尚未 建立 充分 有 效 的 连 
续 性 判别 法 ,以 便 仅 考察 多 重 线性 象征 二 ,就 获得 (5. 8) 所 要 求 的 
算 子 范 数 的 增长 性 . 如 果 我 们 试图 把 估计 (5. 8) BI. BTA 
就 会 表现 出 来 . 正如 我 们 曾 强 调 的 那样 ,有 可 能 (2) 在 61 -到 
1 AZW, 而 (5.8) 内 的 最 佳 常数 也 许 是 10", 那么 要 把 不 等 式 
(5.8) BM. Raa RE | oi. < 107". 

这 里 是 解释 上 述 考 虑 的 一 个 例子 . BRE n= 1, 并 用 5b(zx) 表示 
L” (R) 的 一 个 函数 ,到 实 值 或 复 值 ,满足 olo <1. 8 Ba) Æ 
bx) 的 一 个 原 孙 数 , 今 ele) = x + B(X), 一 过 XX 之 wo, 那么 
z(t), — œ < t < co, fi —* Lipschitz HR 三 的 参数 表示 . 事实 
£,06=6, + ibb 和 5b 是 实 的 , 且 有 lalo Sr<1 S r= 
t+ BG), y: = B,(1) ,我 们 注意 到 对 应 的 映射 是 双向 Lipschitz 


的 . 于 是 y AG HE A |< perp re 


的 Cauchy 核定 义 的 作用 在 L) 上 的 算 子 .我 们 采用 由 天 (zy) 
= vy, p. (z(X) 一 2e(y)) | BEAVER LOR dz) 上 的 (等 价 的 ) 
实现 . HTO 表示 这 后 一 算 子 . 

我 们 有 


定理 4 ”沿用 前 面 的 记号 ,TC6) 是 一 个 在 CCR) LCR) 
内 取 值 具有 性 质 (5. 2) 和 (5. 3) 的 在 〗 51 .二 1 内 的 全 纯 映射 


我 们 注意 到 ,和 若 6(x) 是 实 值 的 ,T(2) = mM,U,HU/JM,,H 

H Æ Hilbert 变换 ,h(x) = x + B(x), U, 是 由 这 个 双向 Lipschitz 

T EUR S ARIE. BU, D) = eh) JVE (2). TM, ER 

以 (h(xz)) 的 逐 点 乘法 算 子 .因而 若 2(z) BENTO) 显然 在 
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LIR) 上 是 有 界 的 . 于 是 ,一 条 曲线 上 的 Cauchy 核 看 起 来 像 出 


拓 . 

为 证 明定 理 4, PERDA K. rry) = lr) — 2), È 
er — y| KRRTEZ O0) mM Kerry) 二 0, 其 余 . 由 于 TC) 
是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,由 Kx 定义 的 截断 算 子 Tor 在 
LCR) 上 一 致 有 界 并 且 强 收敛 到 了 TT(5). 这 些 截断 算 子 Te) 显然 
E lèl. <1 ASE FFB |b) o<r <1 RAR. REM 
re LR QE] TO, TOO 在 el 4 <1 AE. 


WET) TERRE SC TO), HHT.) HR v.p. 


BO) EO 定义 .相应 的 多 重 线性 算 子 有 核 


Ch, (x) 一 Bi Cy) Jere (B,(x) — Bi(y)) 
P. (x — y)” ' 
其 中 B'i = bi € L (R), »B'; = b, €E L” CR). 相应 的 多 重 线 性 
象征 是 
T(E a, stea) = E ER A, ttt Aa E sign £) , 


其 中 
ASCE) = f(E+ a) E ,等 等 …. 

这 个 多 重 线性 通路 是 Calderon 计划 的 所 有 后 期 工作 的 起 点 ,不 过 
RE 1977 年 才 由 Calderon 用 复 变 方 法 得 到 估计 (5.8) (138). 

事实 上 ,还 可 改进 估计 45. 8) ,如 果 我 们 准备 好 了 To) Lo 
天 的 范 数 当 |oll.<18 | ol). Bok F 1 时 的 估计 .重新 采用 第 
9 章 的 结果 得 

IT) <ca— jele) 
由 于 
r,() = COR eT (eb) dé, 
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BF A1 34 ere sas Ir <ca— Fe) he 


blo 二 1 一 一 一 ,并 利用 的 齐 次 性 即 得 eT.(6) 过 Ca 


1 I 二 k’ 
+ 的 5 由于 | 1 gy) SRM A ble <1 
的 情形 . 

这 个 估计 不 是 最 佳 的 (53]) ,我 们 也 不 知道 最 佳 的 估计 是 什 
么 样 的 . 

反之 I TO) | ORE ERIE. CERCA lo.) 77"? 
给 出 ,这 由 G. David ([94]) 和 T. Murai [194] 证 明 . 

现在 验证 若 lé, le <r<1, Hbk KAE) , WH 
FTO) FRYE! TO). 

仍 写 出 7 了 TC) = > VrO), 我 们 有 

HG) <Ca +e ale. 

ae TO 和 人 (的 级 数 分 别 收敛 和 关于 7 一 致 按 范 数 收敛 . 

是 只 需 验 证 对 每 一 固定 的 ,了 (5)) 在 算 子 强 收敛 意义 下 收敛 到 
Tb). th RTE ZEN AEE ORO AILT 致 估计 ,只 需 
验证 对 所 有 C RANA RY BY RTS] RL? 范 数 收敛 到 
DO fF). 设 [ 一 T,Tj 是 一 个 包含 的 支 集 的 区 间 . 若 1x| 宇 TT 十 
1, 直接 写 出 
nI = | PIO fody, 
ZA | 
IP, LF] O i SCAN jr], 
因而 函数 7.6, CF (在 简单 收敛 的 意义 下 ) 收敛 到 COS]. 由 
上 推出 在 ] 一 co, —T — 1) ALT 4+ 1,0L ERY LD? ore. 

7 RÉEL — T- 1,7 +1) EM L KAE, D APR ON IE AI 


B, B; 
roen] SS Bon f (y)dy. 


267 


项 由 关于 & 的 归纳 假设 和 下 列 注 解 处 理 : 若 算 子 了 :天 一 郑 ? 
强 收 敛 到 TT, 并 且 函 数 u; € L He L RU LS u, MY T Cu) REL? 
范 数 收敛 到 了 (zx). 

第 二 项 由 于 核 的 奇异 性 已 经 消失 ,可 援引 Lebesgue 控制 收敛 
定理 进行 分 析 . 

在 我 们 所 处 理 的 例子 中 ,L™ (RR) EZK TO 的 全 纯 空 间 , 即 
不 能 把 全 纯 泛 函 T (6) 解析 延 拓 到 一 个 Banach 2 空间 的 E L®(R) 
更 大 的 开 集 上 . 为 证 实 这 一 事实 , 只 需 注意 到 对 所 有 函数 5b € 
LRR IDNO | xl bl- AARE FI R 
证 明 . l 


引 理 1 RT:-PLRO -> LR) 是 一 个 连续 线性 算 子 ,其 分 布 
核 记 作 民 (x,y). 那 么 全 Kr + 25,86, + x) r € RS > 0, 是 


Tao = UTU 的 分 布 核 ,其 中 g(z) = ST.» 的 范 数 等 
于 工 的 范 数 . 


B(x) — B(y) 


在 我 们 面临 的 应 用 中 ,天 (z,?) =v. p SSO pth B 


是 2 的 一 个 原 函 数 , 

令 9 一 0, 算 子 Tu 的 弱 极 限 是 双 (z) 玖 ,这 里 五 是 Hilbert 
变换 . 这 个 弱 极 限 在 所 有 点 ze FETE, RE O(a) E Ba) FE OS 
Wi RA | 51 o< WI 上 ,正如 所 宣布 的 那样 . 


6. 对 Calderon 计划 的 应 用 


Calderon 精密 象征 算法 是 对 一 个 经 典 擅 微分 算 子 ( 它 本 质 上 
是 一 个 卷 积 算 子 ) 和 由 正则 性 有 限制 的 一 个 函数 定义 的 逐 点 乘法 
算 子 之 间 的 交换 子 的 精密 研究 . 

我 们 要 叙述 几 个 例子 ,其 中 的 最 佳 结果 可 援引 第 3 节 的 多 重 
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线性 算法 得 到 . | 
以 一 个 一 维 例 子 作为 开始 ,其 中 的 伪 微 分 算 子 是 Hilbert Æ 
换 . 这 里 我 们 有 


定理 5 Kor) 是 实 变量 r 的 一 个 局 部 可 积 函 数 ,而 妃 是 由 
pz) 定义 的 逐 点 乘法 算 子 . 则 交换 子 [ 豆 ,BJ 在 疡 (R) 上 有 界 , 当 
且 仅 当 2(Cz) 属于 BMO. 

若 函 数 和 € BMO 对 于 0 (BMO, A") HEMKE 25, 则 相应 交 
$e, B,) PASS RAIL, B). | 


先 验证 条 件 2 € BMO 的 必要 性 .用 工 = [ab] 表示 一 个 长 度 
为 /1 的 区 间 , 用 JRR + 1,6 + 21). HT = [五 ,5] 的 核 记 作 
天 (zy) RET ELOR) LAR. RR L ERENT ARES 
MBM go =| K(z,y)(z 一 ydy,x EI, 并 且 验 证 
| E | LT) < CB” 成 立 . 事实 上 , 令 L—Y—=X— ZXo + Lo — y Mi 
gx) = gx) + ga), RE gilr) = (zx 一 oT (Xi) ,g:(x) = 
T(x — *)45). AT E L CERERE TE A FE. 

在 我 们 感 兴趣 的 情形 ， 


g(x) = | ea — b(y))dy = IX) — c), 


并 且 
le lean <Ch”?, 

这 等 价 于 2 € BMO. 

我 们 再 来 证 明 条 件 2E BMO 是 充分 的 . 先 从 2 属于 Wiener 代 
数 ACR") 这 一 特 珠 情 形 入 手 . 一 般 情 形 援引 在 定理 5 中 所 叙述 的 
弱 连 续 性 即 可 得 到 . 

ESHREF AR), WE 

[H, BY f(x) = — zi [Jem Csiga E + 7) 
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— sign (mf ()dydé 
= — ni [fe (sign (Ê 十 7) 


一 signé) (D i f(Eydndé, 


HPQ € MOR) €EL— 1,1) ESF 1. 这 个 等 式 的 理由 是 : 若 17| 
< |E] M] sign (E + 7) = signé, MAILER HIRE VCe/7) 关 1. 

把 由 象征 AE 定义 的 双 线 性 算 子 记 作 76, =T, 0, 
pE 是 0 阶 齐 次 且 在 (0,0) 外 是 无 穷 次 可 导 的 .根据 定理 2, 当 z 
属于 BMOCR) WOT, ECR) 上 有 界 .最 后 ,由 上 述 双 线性 等 式 
得 到 [五 ,8j] = [有 7, 对 26E ACR) RA 

ICLH,B]| <Ci | amo. (6. 1) 

为 过 渡 到 一 般 情 形 ,考虑 三 线性 形式 


[CH,B] P gdz= [HOP gdz — for Nedx -- 


_ [oft (grax — [oH fgar =— fohaz, 


其 中 
h = gH(f)4+ fH). 

GBS/SMeiaFUCE)A BF UCR), BAH 6 € ACR) 有 
jehax| <C Ib || nwo. 由 此 得 到 天 属于 Hardy 空间 H'(R) RA 

估计 
| eH) +JHWO la SCF il. lle ile. (6. 2) 
这 个 估计 可 以 跟 全 纯 Hardy 空间 的 普通 性 质 结 合 起 来 . 事实 
上 ,假定 上 和 是 实 值 的 (这 对 在 一 般 情 形 证 明 (6. 2) 是 充分 的 )， 
那么 f 十 iH(f)= 二 了 ff 在 上 半 平 面 全 纯 并 有 旦 属于 (全 纯 ) Hardy 空间 
E? Xt g HiH) = G BAE FARR PG 属于 全 纯 空间 Hi. FG 

AY HER SE HEWES” 的 Stain 和 Weiss 的 实 变量 变 体 的 空间 A. 

我 们 在 这 里 看 出 ,本 章 发 展 的 多 重 线性 算法 推广 了 开创 者 对 
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SO yx 


古典 的 Hardy 23 HH 2 AE oe Ber 17 AY RR IE. 

再 看 第 二 个 例子 ,这 里 Hilbert 变换 (在 一 维 情形 的 0 ETF) 
代 以 卷 积 算 子 了 ,其 象征 TH .€E R dem € N 阶 齐 次 的 并 且 在 
RA(0} 内 是 无 穷 次 可 导 的 .这 样 的 了 是 一 个 痉 阶 的 经 典 擅 微分 算 
子 ( 而 m 阶 齐 次 常 系数 微分 算 子 属于 这 一 类 ). 

用 2(z) 表示 在 及 上 定义 的 一 个 函数 ,其 正则 性 在 某 一 时 刻 将 
精确 化 指出 ,而 用 号 表示 由 8(z) 定义 的 逐 点 乘法 算 子 . 

于 是 有 伪 微 分 法 的 经 典 等 式 

TB= X BT. + Ras (6.3) 


jel Km 


其 中 BLAS Fb(x) 定义 的 逐 点 乘法 算 子 ,T. 以 | 二 | ach 
作为 象征 ,而 Ry 当 BC) 充分 正则 时 在 LRO 上 有 界 ， 

正如 曾经 强调 过 的 , 伪 微 分 的 处 理 方法 不 足以 达到 现在 要 介 
绍 的 最 佳 结果 ;这 种 处 理 方法 甚至 不 能 用 来 在 5Cz) 是 C" 类 的 候 
设 下 (这 不 是 最 佳 假设 ) 证 明 Rn 的 连续 性 

下 列 定理 给 巴 了 解答 . 


定理 6 在 前 面 关 于 工 的 假设 之 下 , 令 A= (一 A)”, WA 
| RA) ;Cm nT) || A) À suo I F Ile. (6.4) 
4m 是 奇数 且 了 = A, WAT RL? — L 的 范 数 和 A"5 的 BMO 
范 数 是 等 价 的 . 


在 证 明 这 个 结果 之 前 ,我 们 应 当 盖 明 几 个 注释 . 4 m 是 奇数 
时 可 用 更 便于 使 用 的 条 件 ( 震 闷 是 偶数 ,4 Laplace 算 子 的 一 个 
Fe FE RAP RTE) 代替 条 件 A" © BMO. À mm FE BRK A" 是 作 
FATE — Th} — ii eb EM — TO. SESE LE A) 的 BMO 
范 数 等 价 于 函数 oD, |e] = m, H BMO 范 数 的 和 . 这 是 由 于 下 列 事 
实 : 算 子 rA” EE BMO 上 有 界 的 Calderon-Zygmund 算 子 (第 7 
章 第 4 节 ). 
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fr O(a) EF Km HER, RARE R, ETS. TE 
这 种 情形 下 ,2(z) 的 m 阶 导 数 是 常数 ,而 常数 的 BMO 范 数 是 零 ， 

现在 转向 (6.4) 的 证 明 . 

跟 定 理 5 的 情况 一 样 ,处 理 & 充分 正则 的 情形 ,以 使 所 有 施行 
的 运算 有 意义 .一般 情形 则 由 在 定理 5 证 明 中 所 用 的 稠密 性 论证 
得 到 . 

可 把 RD Ate 6 和 SA MAHER T. 相应 双 线 性 算 子 的 旬 
征 则 是 

an (9,8) = E+ — DL dre). 


lalm * 

写 出 an (958) = |9|” En 9,6) FE AEA AR OE 7, (6,7) 定义 的 
算 子 的 BMO x Lt > L fit. 这 启发 我 们 应 用 定理 2, 但 磁 到 
nE 不 满足 条 件 (3.1) 这 一 困难 . 不 过 由 r 的 正则 性 显然 有 
tm (O58) = 0. 致 于 条 件 (3. 1), 当 |7| < F El 时 它 无 疑 成 立 ,但 比 


Trine | 十 ?| Hel 小 得 多 ( 当 É 趋 癌 无 穷 ) ,那么 估计 不 成 立 . 

为 摆脱 这 一 困难 , 取 两 个 属于 DOR) 的 奇 函 数 0, 和 0,, 使 对 所 
有 t 宇 0 有 80) 十 0(1/1) 一 1 而 当 0 委 上 1 委 1/3 时 加 Ci) 一 1, 当 
tr 1/2 6,(t) = OCR AMS tS 3a et) = 0, 40S 2H E) 
= 1). 

构造 两 个 象征 

LA |E] 

r 07, DA| w= bn (7, E) 和 (7,2), | 2) = cn, Ê). 
那么 直接 的 计算 显示 出 bn 满足 定理 2 的 假设 . 定义 在 
BMOL’ RUBE L 内 的 相应 的 双 线 性 算 子 是 有 界 的 . 

至 于 c.(7,2) ,我们 分 别 检查 每 一 项 


rE + D0 te e, T FEDA ga) 
HHO < |a| Lm. 写 出 | 
m \ 
re + pal) = EER EE aE ia 


[é+ 7" |7)” 
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"ONG 


我 们 注意 到 FEB BORE EMT ORD 上 的 有 
LE 


界 算 子 ,这 个 算 子 作用 在 象征 为 上 十 2 0 Il) ym eee ee 
的 值 域 上 . 后 一 双 线性 象征 严格 满足 定理 2 的 条 件 . 
ETRAFA: | | 站] ,把 它 写成 


e AT “oor 


cs she "ali | 应 用 定理 2. 为 实现 从 5(z) 属 


TSA CR") 的 特殊 情形 到 2(x) 属于 BMO 的 一 般 情 形 的 过 渡 ,只 需 
沿用 定理 5 证明 中 所 用 的 论证 (由 于 这 是 容易 的 ,我 们 就 不 重复 
T). 
FK 198 EH 6 的 最 后 一 个 断言 . 计算 Re 的 核 R, roy) Æ x 
和 闪 y 上 的 限制 就 可 证 明 它 . 这 个 限制 由 下 式 给 出 
R, (x,y) =C(min)ix — y| e” 


x [a6 一 > SEL (a) | 


H BAB RRR 中 的 两 个 同一 Lino. 中 LA BNA xo Fl r'o FY 
BR ,假定 ro — col = 37. 我 们 打算 让 算 子 R, 作 用 在 被 B81, 支撑 的 
特殊 限 数 上 并 计算 所 得 结果 在 B 上 的 限制 . 而 为 了 简化 以 下 的 推 
导 , 我 们 用 由 核 


Sn(X,y) = |z — yi” a x — 21 R, (x, y) 
定义 的 5S, 代替 算 子 R,, 其 中 9 是 一 个 正则 的 、 紧 支 的 偶 函 数 , 它 当 


上 <1/2 或 上 之 6 时 等 于 0, 而 当 1 科 上 委 5 时 等 于 1. 于 是 若 属 于 
Xx 而 yE€B, 则 有 S(x,y) = [x — yt R,(x, y). 另外 


* __ n-m Ei — y| | — ntm 之 一 y 
lr — y] g == |=r 7 — ~], 


其 中 7 属于 ZR), HERE 
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| >) = mer EdE, 

A 么 这 个 等 式 允 许 分 离 变量 > 和 y, 这 是 因为 eeerr 
er e*w . 因 z 和 y 的 模 为 1 的 函数 所 作 的 乘法 算 子 不 影响 算 子 
的 范 数 ,经 过 凸 组 合 ,S。 的 范 数 不 超过 C rt” TR, | 

最 后 考虑 由 及 " 中 的 单位 球 支撑 的 一 个 函数 , 它 的 积分 为 1 并 
且 是 充分 正则 的 . 那么 车 18| < lei HB a, [cag dr = 
0, 而 若 B =a, 则 这 个 积分 取 值 为 (一 Da! .有 了 这 个 注释 之 后 ， 
ETS. 作用 在 函数 (8)| > 2—5) H, 并 考虑 在 球 B 上 所 得 的 
结果 ， 假 定 |8| = m， 那 么 除去 F(x) 和 积分 
jzxe| > 一 ].6by)4dy 之 外 ,所 有 的 项 均 消 失 了 ,无 需求 这 个 积 
分 的 值 RE F Sn: L? (B) -> L (B) 的 连续 性 允许 对 |8| = m 写 出 

| (Pb) — IB Pde CIBI 


这 正 是 应 该 要 证 明 的 . 

E mE- AERA 是 一 个 微分 算 子 ,而 有 RR = 0. 不 过 当 
三 分 别 代 以 如 Rn 全 尺 时 我 们 感 兴趣 的 结论 也 成 立 ,其 中 民 = 
Afar, Alpen. 


一 1 


7. 多 重 线 性 算 子 的 McIntosh 理论 


Bea) € LG") 是 一 个 积分 等 于 1 的 晴 数 ,JY(z) € LICR) 

是 一 个 积分 为 零 的 函数 ,而 对 上 > 0,P,( 对 应 地 Q) 是 由 g( 对 应 地 

D) 定义 的 卷 积 算 子 ,其 中 PCz) = r'p(x/e) gd, PE. Fb, R 

IM Lo OR") PY k FERA, mA Bi’ ,Bi 表示 由 P(x)… blr) E 

义 的 和 逐 点 乘法 算 子 . 我 们 打算 用 McIntosh FT 66] 构造 一 个 在 

LCR) 上 有 界 的 算 子 ,也 就 是 说 ,从 一 个 函数 靖 E LO, œ) 出 
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发 ,并 致力 于 把 算 子 
L, = | Q,B,P, BP, m(t) at (7.1) 
定义 成 
| QBP BP, mo = Le, 
He OR 趋 于 无 穷 时 在 算 子 强 收 合意 义 下 的 极限 . 
可 以 指出 ,不 作对 8% 和 yy 有 更 多 限制 的 假设 ,这 个 手续 是 没有 
希望 实行 的 . 充分 条 件 是 


ier) LCA + rl) MM LV er) | LCA + Ir) 
(7. 2) 


ior) SCA + Do, | g(x)dx = 0 
H Vga) LCA + Ir (7. 3) 


利用 Calderon-Zygmund 算 子 的 理论 以 及 David 和 Journé 的 
7(1) 和 定理 ,我 们 证 明 下 列 定理 . 


定理 7 BECO. DHO. DRL WAT L 在 算 子 强 收敛 
的 意义 下 收敛 到 工 ,, 并 且 Le 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 . 


首先 注意 到 “截断 算 子 ”Li** MIE L HARI 
形 . 因 为 截断 可 由 在 [e,R] 外 m(z) 由 0 代替 而 得 到 . 

为 简化 记号 ,我 们 直接 对 L 进行 推理 ,不 过 假定 m 由 区 间 [e， 
] 支撑 . 

[的 核 Li(x,y) 由 下 式 给 出 


Liz» y) =| gr -一 u,b; (2 ) 9 (uu) 一 u:)b; (u, ) 


b (iy) Gy — y(t) at 


因而 
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[Laces y) | L br wee NET 
x | dal late es Ip DC — 50 F. 


注意 到 & 个 相同 函数 (1 + |x1)-"! 的 卷 积 上 佑 为 C(%,n) (1 
+ |r|)! , 便 得 
fra sono 
对 于 PAC L,(2'y,)| 9 利用 


jo =al, 
Ł 


ld, Cu) 十 p u) | <C : "(1] 十 toh ap ae 


+ EC + élu)" 1), 
Hi 0<a<1, 并 像 上 面 那样 推导 即 得 
LL, Cr, y) 一 EL | SC lr 一 a|* 
X x — yl" + le — yf). 
对 |LiCx, y) — L,(x,3)| 作 同 样 的 推理 . 

尚未 利用 假设 JCz)dz = 0. 当 利用 David 和 Journé 的 了 (1) 
定理 和 归纳 推理 以 证 明 算 子 的 连续 性 时 ,这 一 假设 就 要 起 作 
A. 

SA P,Q) = 1, LO) = L-6) € BMO, 这 是 由 于 
L,_, 是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 ;同样 QQ,(1) = 0, H mLa) 
= 0, 

为 证 明 弱 连续 性 ,和 需 证 明 

| LCX,) | emo & Cr, X E Xlr) = exp liw x). 

这 里 仍 有 Li(X,) = Lie (hy Xu) 其 中 在 Li? FA ,m(£) 由 
mtw) 代替 . | 

BACH Bu AE (Qu Go) = Ly E LR) 上 有 界 这 
一 事实 . 为 证 明 它 , 我 们 注意 L。 是 一 个 卷 积 算 子 , 其 象征 
| b+ Ome) Ë 属于 LORD. WE EF 1g(z)| Ca + 
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Le) 和 |%(z)az 一 0, 对 0 二 a 二 1 有 | 外 | 之 CCa)1&1*. 当 


Je | 趋向 于 无 穷 时 ,对 |e-…y(z) 分 部 积分 即 得 (车 | 名 | > | 名 | > 
> |&|) 


3 [ew dz, 
它 不 超过 CIE. 

我 们 来 证 明 当 。 趋向 于 0 而 RR 趋向 于 无 穷 时 , 算 子 Lf"" 的 强 
收敛 性 . 

RSF LORD 的 一 个 向 量子 空间 V,V HE SE YR") 
组 成 ,这 里 了 的 Fourier 变换 了 在 0 的 邻 域内 是 零 . 利用 Plancherel 
等 式 可 直接 验证 当 上 趋向 无 穷 时 ‖ PF ll, =O) ,而 若 0< ec 到 
1 当 上 趋向 于 0 时 UT f |: = O). 


把 | Q, BPm) 一 T 切断 成 | + 上 Mf Lie? th Qe APE. 在 


所 写 出 的 第 一 个 积分 中 ， 把 PS 换 成 了 ,这 归结 为 研究 LED oS 
的 问题 .为 此 利用 归纳 假设 . 第 二 个 积分 以 及 第 一 个 中 所 带 来 的 误 
老 项 是 按 范 数 收敛 的 ,从 而 显然 可 过 渡 到 极限 . 

定理 7 证 毕 . BLP BAK Oj Sk, 考虑 算 子 


La = | PB — P, BQ, B; P,— Bi Pim) €, (1.4) 


我 们 约定 Low 由 (7. D EXM L= | P, BrP, B Q mO 和 .在 
假设 (7.2) 和 (7. 3) 之 下 ,所 有 这 些 算 子 都 是 LR) 上 有 界 的 
Calderon-Zygmund 算 子 . 

我 们 打算 比较 如 此 定义 的 算 子 和 定理 1 所 定义 的 算 子 . 为 简 
化 讨论 ,我 们 在 两 种 情形 下 强化 假设 . 即 假定 (3. 1) 对 任意 整数 N 
BL CHC 依赖 于 NV) ,而 在 McIntosh 手续 中 ,假定 pg 和 y 属 于 
Schwartz 类 < (R) F# HY HARES. 

那么 有 
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命题 5 由 (7.4) CXR EL 是 由 定理 1 定义 的 算 子 的 
特殊 情形 .其 中 当 7, He LE = OH ré) = o E = o} 
r(7,$) = 0, 如 果 了 一 À). | 

反之 ,所 有 由 定理 1 产生 的 算 子 , 若 其 核 多 重 线性 象征 满足 上 
述 条 件 ,可 以 表示 成 算 子 Lis 的 一 个 收敛 级 数 , 忆 RR 9,y， 
m 的 不 同 选 取 来 构造 . 

最 后 ,所 有 由 定理 1 定义 的 算 子 可 表示 成 借助 所 有 形 如 La CO 
SISH 的 算 子 构成 的 一 个 收敛 级 数 . 


最 后 一 个 断言 由 前 几 个 推出 . 事实 上 , 设 09,8) 0 ED 
是 & 十 1 个 0 阶 齐 次 函数 ,它们 在 (60,0) 之 外 无 穷 次 可 微 , 使 得 1 = 
HPD + ee + KD ,并且 在 六 十 十 系 十 二 一 0 的 一 个 锥 形 
邻 域 内 XE) 一 0 最 后 ,在 和 一 0 的 一 个 锥 形 邻 域内 0768) 
= 0. 如 果 限 制 在 球 71 + lé = 1 上 ,那么 这 些 条 件 的 意义 和 XX。、 
… ,的 存在 性 变 得 显然 . 这 个 球 的 紧 集 上 一 0, 灵 十 上 一 0,……, 九 十 
… 十 有 承 十 和 一 0 的 交 是 空 的 ,因而 单位 分 解 的 在 在 性 是 经 典 的 . 

从 满足 (3.1) 的 一 个 多 重 线性 象征 TOO) 出 发 ,把 它 分 解 为 
Xr +e + 7,07, 837029). 再 对 每 一 项 应 用 第 二 个 斯 


alt 


命题 5 的 第 一 个 断言 是 显然 的 . OL, 的 多 重 线性 象征 是 
r(7,é) =| DCR +o +H + E) 
| X QUE + ve +a + ED) 
pt + EDEEM CE) a (7.5) 


订 直 接 验 证 (3. 1). 还 可 看 出 若 ma) 是 常数 ,那么 5(7,&) 是 0 阶 齐 
次 的 . 

第 二 个 断言 由 我 们 曾 使 用 过 的 分 离 变 量 法 得 到 . 现在 我 们 在 

稍微 精密 的 形式 下 使 用 它 ,这 种 形式 在 下 列 引 理 中 叙述 . 先 选 定 有 
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Kids. 

用 AOR? X RY) RTE IC A KAY A Bh 
Schwartz 空间 . ZOR’XRONM—-PARA FE LS 是 这 样 的 JE D 
的 集合 于 一 个 固定 的 紧 集 并 且 其 各 阶 导 数 者 
满足 一 个 一 致 的 从 上 的 估计 . 

er 


引 理 2 MMAR SCHR x 及 9) ,存在 两 个 序列 
gi;(T) bla), En, 它们 分 别 属于 ZRO 和 DUR) 的 有 界 子 集 
A AB, EB ARR SE DIERN 


f(x, y) = Se (r)g DEO), (7.6) 
其 中 0, (f) 是 一 个 速 降 序列 . 


正如 我 们 曾 指出 的 那样 ,施行 下 列 三 个 运算 即 得 (7. 6). 
利用 一 个 充分 大 的 周期 了 把 了 关于 每 个 变量 周期 化 . 然后 把 这 
周期 化 了 的 男 数 展 成 Fourier RW. 最 后 利用 一 + aR” AR 
Ses y) 从 由 周期 化 所 得 的 多 余 项 中 分 离 出 来 . 

这 三 步 都 是 线性 的 ,因而 车 对 所 有 y,f(0,y) = 0, 那么 对 所 
À JE N,g,(o) = 0. 

现在 转向 借助 McIntosh 手续 对 定理 1 的 多 重 线 ye 
分 析 . 设 07,8) EP CRD) 的 一 个 取 正 值 或 零 的 郴 数 ,假定 
是 辐射 函数 将 会 是 方便 的 . 此 外 还 设 在 0 的 邻 域内 (7,6) = 0, 并 
HARR ”不 恒 等 于 零 . 乘 w 以 一 个 常数 ,只 要 (7,2) 天 (0,0) ,可 
设 | oana $ d 1, ee 


r(7,é) = | rn, tE À Het GE) = rege EOE). 


由 于 对 所 有 N > 1(3.1) W Æ, ke ER KA 
人 (Ue) 的 一 个 有 界 子 集 . RATE A BE BE, + +7 +8, 
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72 + ~ 十 VE + Eyer » 7h 十 ,借助 引 理 2 分 解 7,(9,€). 更 准确 地 
说 ,我 们 要 采用 引 理 2 的 推广 ,其 中 两 个 变量 换 成 十 工 个 我 们 刚 
定义 的 变量 . 分解 XL, E) 即 得 


7,(9,€) =>) ma; + ee + Mm + Daz (J, + ove + Eder 


ay (| + ELE), (7.7) 

其 中 | | 
Il 772; (2) |] 2 co,coy 是 速 降 的 ， (7. 8) 
a,,(0) = 0 并 且 a, 的 所 有 导数 在 0 是 零 . (7.9) 


PR KT wa Fb, 组 成 DOR") 的 一 个 有 界 子 集 ，《〔〈7. 10) 
为 得 结果 ,只 需 令 | 
DCE) = a (9. = & 5° QE) = b;(Ë). 

那么 就 得 到 参与 到 McIntosh 手续 中 的 算 子 ,不 同 的 只 是 利用 了 
个 不 同 的 函数 9 

对 其 余 各 项 37.6% (7.8) 0,7 (7, EX, E 同样 推理 . 

定理 1 和 McIntosh 的 处 理 方法 似乎 是 两 个 等 价 的 道路 . 不 过 
这 种 说 法 并 不 准确 .事实 上 ,图 数 和 Fourier 变换 之 间 的 相互 变换 
总 需要 过 多 的 假设 ,而 且 , 举 例 来 说 ,对 Calderon 交换 子 利 用 定理 
1 中 的 多 重 线性 形式 进行 分 析 , 并 不 能 得 到 正确 的 估计 ,这 是 因为 
所 得 到 的 多 重 线性 象征 没有 足够 的 正则 性 . 

Be, McIntosh 程序 的 功效 在 这 些 交 换 子 的 分 析 中 显露 出 
X. McIntosh 访问 巴黎 时 (1980 一 1981) 建 议 从 等 式 


co _ k 
v. p. | (Bia) — Bly)" fody 


Le (x yr 
— vp. 「 [OD BY + Dy fs Gin 
出 发 研究 这 些 交 换 子 . He D = ; L ba E L°(R), BER 
blr) 定义 的 乘法 算 子 ,而 B(x) E br) M — TRE. 
这 个 等 式 成 了 一 条 任意 Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy Hy L? 
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连续 性 的 第 一 人 证 明 的 出 发 态 (L65). HI E,U+iD) = P, — 
iQ, , P, F1 Q, fF H p(x) = se lt A gx) = — > sign ze 如 前 
定义 . 务 教 少 不 具有 我 们 曾 假定 的 正则 性 . 再 注意 到 PP 是! 的 一 个 
偶 函 数 ,Q, 是 一 个 奇 函 数 , 故 v.p. | EOP, — QBI P, — iQ) € 
分 解 成 一 些 项 的 和 ,每 项 至 少 包 含 一 次 算 子 Q. 

我 们 认 出 了 定理 7 中 的 算 子 .我 们 回想 起 当时 写 这 个 定理 的 
证 明 时 ,还 没准 备 好 了 (1) 定理 , (7. 11) 右 端 的 算 子 的 分 析 是 这 样 

oo 1/2 

wT Be Fe ese |leceryty? Z] 的 二 次 
te eR, 再 依靠 适当 的 “Carleson W) E” (hit E. 这 意味 着 通 向 
Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 核 的 L 连续 性 的 所 有 道路 本 质 上 都 利 
用 Carleson 测度 这 一 基本 材料 . 如 果 回 到 T(1) 定理 的 证 明 ， 
Carleson 测度 出 现在 BMO 的 一 个 了 汝 数 和 工 的 一 个 函数 之 间 的 拟 
积 的 连续 性 的 证 明 中 ， 


8. 结 论 


尽管 本 章 内 我 们 叙述 了 若干 结果 ,对 于 在 本 章 意义 下 同 平 移 
和 展 缩 可 交换 的 多 重 线性 算 子 x: (L X 天 一 天 的 了 解 还 是 初 
步 的 . 

为 说 明 这 一 看 法 , 设 有 = n == 1 考虑 双 线 性 象征 RGA = 
sign (7 — 人 .我 们 不 知道 与 之 相应 的 双 线 性 算 子 是 否 从 LL” x LD? 
#] L? au 当 限 制 在 定义 在 及 AN\{0 ue nr a £) 
| 空间 EE 
1 (cos8, sin?) 在 这 个 Banach < D HE A AA 
Fal xX DL? RS. 

考虑 到 定理 1 TI A E AOL OR/ 227) ,并 且 对 一 个 
充分 大 的 正则 指数 r > 0,C AF EL. 
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[a] À] x 7,8) = sign(7 — E) 这 一 特殊 情形 ,并 进行 对 偶 推 理 
GREH 5 中 所 作 的 一 样 ), 可 以 下 列 方式 重新 提出 这 个 问题 : 设 
Ag 属于 (XN) , 令 


h(x) = v.p. Fr fix — Dex +1) 经 


我 们 试图 知道 是 否 存 在 一 个 常数 C 使 lol, < Clg. 

最 后 注意 其 象征 满足 定理 1 假设 的 多 重 线性 算 子 还 有 其 他 值 
得 注意 的 性 质 , 即 | 

ay sea DN, S Chla lla let, RP, 
只 要 1 <ALL e, << p, L'oo,1 Lg Loo,]l r Loo FF 
l/r = 1/p, + + 1/p, + 1/¢. 

这 个 不 等 式 的 证 明 远 比 我 们 曾 介 绍 的 极限 情形 ps = + = Pe 

= co 的 研究 容易 ,请 读者 参阅 [68j]. 
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第 14 章 ”增生 微分 算 子 平方 根 的 
多 重 线性 分 析 


Eli 


应 用 . 考虑 一 个 二 


本 章 我 们 讨论 前 章 介 绍 的 一 般 方 法 的 -- 
除 微分 算 子 L=— >、 > OX; (A;j,4( 08/4) ,其 中 国 数 a, Cx) 属 
LS OL) FHER AG) = aaaea 满足 下 列 条 件 ;存在 
> 全 0 使 对 所 有 上 &E 必 , 对 几乎 折 有 的 TE RR" 有 
Re DD autre, E Sdi] e H JED AD 
考虑 双 线 性 形式 JC.) = June dz 就 可 看 出 设立 这 个 条 件 的 

EH. EJA g 属于 Sobolev 空间 H, AIX PENSE LATS. 

z) fc AC) VSD) + Vendre HP A) = laal) eja 

(1.2) 


Vf = (af /or +, df /ax,). 
那么 条 件 (1.1) 可 以 写成 等 价 形 式 
Re JS f) Sol VF || 
T. Kato 建议 研究 算 子 工 的 增生 的 平方 根 S. 下 市 我 们 定义 S. 
是 证 明 HES ye Mk. E L AEH ESF, ST 
直 果 是 显然 的 . dese Ee S 是 自 伴 的 和 正 
> ol Ifl 


问题 < 尚未 解决 ) 是 
阵 4 EHH TA 
的 ,并 且 有 
= (SCS) = (LSS > 
在 下 列 特殊 情形 下 我 们 证 明 Kato 的 猜测 , 即 假设 || AG) 一 
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ESA Il; 
+ 
这 


1 || oen) ,eln))0 仅 依赖 于 维 数 . 为 此 我 们 借助 工 的 预 解 式 把 算 
子 YL 表示 成 多 重 线性 算 子 的 级 数 ,在 经 过 者 干 处 理 之 后 ,这 些 
算 子 可 借助 David 和 Journé 的 了 (1) 定理 (196]) 进行 分 析 . 作为 
结束 我 们 重新 回 到 1 维 ，Kato 猜测 的 一 个 变 体 恰好 提供 由 
Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 核定 义 的 算 子 . 


2. 算 子 的 平方 根 


从 自 伴 情形 开始 . 设 鼠 是 Hilbert 空间 (定义 五 的 共 固 双 线 性 
形式 将 记 作 (.1.)),7 稳 妃 是 一 个 稠密 向 量子 空间 ,而 T:7 > H 
是 一 个 线性 算 子 . 我 们 说 了 是 对 称 的 ,如 果 有 (Tf,g) = (f,Tg). 
算 子 工 是 以 V 为 定义 域 的 自 伴 算 子 ,如 果 下 列 两 个 等 价 条 件 之 一 
满足 : 

对 于 范 数 CTCOA fe 十 IIV EZERA TN, 

| | (2.1) 

T +il:V > HEAR. (2. 2) 
HAMBUEXT SE V,(TA,F) 之 0, 那 么 有 一 个 且 仅 有 一 个 自 伴 
算 子 S 使 S: =T.SHE MIRW BV TEE (TS, A) + À FN? 
定义 的 范 数 的 完备 化 . 最 后 在 一 个 即将 前 明 的 意义 下 有 


= L T| T 十 Aaa. (2. 3) 


为 解释 (2. 3) ,我 们 考虑 一 个 一 般 得 多 的 情形 ,不 再 假设 了 是 
自 伴 的 和 正 的 ,但 设 了 具有 下 列 性 质 
T 在 一 个 稠密 向 量子 空间 了 C 如 LEX, HEH ARC. 


(2.4) 
HAAS 0,T HAV 一 五 是 一 个 同 构 . (2.5) 
存在 一 个 常数 C 之 i, 使 对 所 有 4 宇 0, 有 | T+aD S 
CAT. (2. 6) 


在 这 些 条 件 之 下 ,存在 一 个 开 度 2a < 7 HI MERE OLE 
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以 ] 一 so,0[ 为 分 角 线 ,使 得 对 于 所 有 《“E QT HELV 一石 是 一 
个 同 构 , 并 且 
IT HEDI SCIES EEM. 

St, RAFO = (T+ ED EOS FO) EZH,H) 内 
取 值 ,而 妥 ( 巡 , 妃 ) 是 以 如 到 五 内 的 连续 线性 算 子 的 代数 . FET 
的 谱 含 于 .9 的 余 集 > 内, /由 19| 志 x 一 a 定义 .我 们 打算 对 所 
H e> 0 在 全 纯 象征 算法 的 意义 下 定义 算 子 (7 十 el). 

我 们 注意 到 了 全 十 ll HBF e+ > .在 CN] 一 co,0] 内 定义 
=a BRO CO ME 2 所 示 ). 用 了 表示 完全 含 于 AO + 
eN] 一 co ,0] 的 一 个 路 径 , 如 图 所 示 . 车 令 T, = T+ el, WA 


(P+ er = 1 | & ~ TD Et dt. (2.7) 


图 2 
上 述 积分 在 & A.A) 内 取 值 并 依 范 数 收敛 . 它 不 依赖 路 径 卫 的 
选取 ,这 是 由 于 (一 了 T) 一 在 2 十 ss 内 全 纯 . 
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我 们 来 验证 (TT 十 €) CT + el) = (T + el) 7". 

为 此 利用 两 个 不 同 的 路 径 D A ENTER T AK,AE 
40, Fa I, OM & Ba Hi. — > o> 0, 

依次 对 工 AT, Bik (2.7) ,并 把 两 个 右 端 相 乘 . KE 


1 - rare 
— | E = TOT = TOTT dhadke» 


为 计算 这 个 积分 ,利用 预 解 式 等 式 ， 
(和 — TOU, — TO 
= EEE = T9 (bs — TD], 
这 就 引导 到 两 个 积分 ,我 们 可 以 假定 局 BST. AEN OH 
集 内 ,那么 有 


| db, = 0. 
市 
| dh == t, 
EF 
= he ob, ~T dE, = Te. 


由 于 TH > V 是 一 个 同 构 ,Te :HH->H 是 一 个 单 射 算 
FSC AT OOO = 0, EAT CD = Te CPE (x) = 0, 
Alii x = 0. 

为 简化 记号 令 A = TO, B= TT. 我 们 知道 BA = 了 ,我 
们 要 由 此 推导 出 (无 界 ) 算 子 8 的 定义 域 跟 4 的 值 域 重合 .我 们 已 
经 知道 Im AC Dom B. i y € Dom B. & By = z = (BA)(z) = 
Br, Ha = Az. FRA BG — x) 一 0. 但 了. 和 7 二 者 都 是 单 
WAT BEER. aA y = x, Mi DomB C Im4. 

RATE EX TELE RAT e> 0. 为 此 重新 令 B = 
TT”, HER AI 0 Le<7<o,B.— B, E BAH). A 
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化 书写 ,注意 到 经 由 路 径 的 显然 变换 可 把 (2.7)? 化 成 
prise A (© 一 1 一 172 
[rt 一 LF CT, ADAYA. (2.8) 


然后 注意 算 子 T(T + BA.) KAR A > OnE 
致 有 界 的 . 为 证 实 这 一 点 ,只 需 写 出 TGT + D = IAT + 
D, RA TTI’? 一 TF?) € A(H,H), BIE B 一 B, € 
BH ,H). 

这 样 就 证 明了 下 列 引 理 . 


S21 T+)”. AH 的 值 域 W 不 依赖 e 二 > 0, 并 且 这 
AME BREE (CT + DT + el)? 的 定义 域 ,今后 记 后 一 算 子 为 (T 
+ el)", 最 后 还 有 在 V ET + el)? = (T + el) EMT + el). 


我 们 证 明 在 了 上 73323270 一 了 .事实 上 ,所 有 >y ET 均 可 表示 
Ay = Tor) XE x € H. 这 允许 写 下 
T? TAO) = TY? T TE (x) 
= TITT OTT P TOP) 
= T! (T. Tr!) Tr? (x) 
= TP TP a) =T, Tr T) 
= T. 
我 们 已 经 指出 当 0<s 委 7<ce 时 7 — TY EH EEK. xX 
精确 化 为 
IT = Ty? <C V7, (2.9) 
其 中 C 是 一 个 常数 . 可 以 很 简单 地 借助 (2. 8) 验证 (2.9), 留 给 读 
者 去 作 . 由 此 推出 当 xz 属 于 算 子 7 的 定义 域 W 时 ， lim Te? Cx) 存 
在 . 收敛 对 H 的 范 数 成 立 , 把 这 个 极限 记 为 T? (x). 
后 面 我 们 需要 一 个 允许 直接 计算 T” 的 积分 表达 式 , 这 个 公 
式 由 下 列 命 题 提供 ,此 外 ,这 个 命题 概括 了 前 面 的 讨论 . 
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命题 1 在 假设 (2.4),(2.5) 和 (2.6) 之 下 ,首先 由 (2.8) € 
MRF TO e> 0, 值 域 W =T. (A) 不 依赖 于 es 过 0 并且 包 
& V. 


对 所 有 zz € V ,积分 | TT + (DA dA EH A 


取 值 的 Bochner 积分 , 它 等 于 | (T+a)'T (aa? da Brey, 
EX 
T 一 二 | TT +O da, (2.10) 


XPT’ V -> HAT RAW 上 的 一 个 算 子 , 仍 记 为 Ta2, 它 
的 平方 是 工 . 

第 一 个 断言 的 验证 十 分 简单 . 把 积分 | … a4 分 成 | … da + 
[os dd, 为 处 理 第 一 个 积分 ,注意 到 TCT + D 22 AT + 
A)", RF (2.6) ARAE TCT +47 <C. AREXE rE 
HBSS | … dA 收敛. 致 于 第 二 个 积分 ,注意 到 对 所 有 = € 了 有 
TT + D (x) = (T + VOT), AT ITT +2 rl = 
OA), 这 保证 在 无 穷 远 点 的 收敛 性 . 

为 证 明 (2. 10), 回 到 | T: =T + EE >0,r € V ,这 时 有 


TH) = EF) TT OTOA dA (2.11) 


我 们 要 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 到 结论 . 我 们 注意 到 ， 
EOLAIS ITTA DT SC, AAS Me > 0 一 致 地 有 
I(T. +4) || SCA). RS ERIE re V,MO<E< 
1A WT ae) | <C. An 2. 10) HA EE (2. 10) 的 右 端 . 

为 了 结束 这 些 注解 ,注意 到 下 列 事实 是 适当 的 , 即 x EV 的 集 
合 使 (2. 10) 的 右 端 是 一 个 Bochner 积分 的 x EV 的 集合 一 般 说 来 
FRETT 的 定义 域 W 内. 这 就 是 说 ,对 于 一 个 任意 元 素 r € 
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W, 积分 (2. 10) 未 必 是 一 个 Bochner 积分 . 当 了 是 一 个 增生 微分 


3. 增生 平方 根 


以 下 我 们 限于 讨论 这 样 一 个 特殊 情形 , T.V 一 H 在 Kato 
(L151) 意义 下 是 一 个 极 大 增生 算 子 . 这 意味 着 
对 所 有 x € V,Re(T(x),x) > 0 (3.1) 
I 十 T:V 一 HH 是 一 个 同 构 . (3. 2) 
作为 介绍 ,我 们 验证 前 节 的 性 质 (2.5) 和 (2. 6) 是 满足 的 . 我 
们 要 证 明 稍微 精密 一 些 的 结果 . 


引 理 2 ”一 个 算 子 T:V 一 日 是 极 大 增生 的 , 当 且 仅 当 对 所 有 
4 二 0 十 4:7 五 是 一 个 同 构 并 且 | T+ A7 |] cat. 


因此 极 大 增生 算 子 不 同 于 前 节 所 研究 的 算 子 的 地 方 在 于 (2. 
6) 中 的 常数 等 于 1 
假定 (3.1) 和 (3. 2) 满足 ,而 来 证 明 (2.5). 为 此 只 需 验 证 S = 
1 一 (人 1 一 (1 十 7):; 互 一 五 是 一 个 同 构 . 事实 上 ,有 十 4 王 9(1 
十 T), 因 而 了 十 MA:Y > HBT. | 
SH — H WEE BRN. 为 证 明 S 是 一 个 同 构 , 只 需 证 
BL TE 0 > 0 使 对 所 有 x € HA 
Re(S(x),xr) 26 || x || 7. (3. 3) 
为 证 明 (3. 3) ,由 于 (3. DPS x = (T + 1)(y),y EV. KA 
Re(S(x)},x) = Re ((T + A)y,(T + 1)y) 
= àll yli + A+1) Re To) y + ITO) II? 
= OL | yl]? +2 Re Toy + TO) = 6| zi ’, 
其 中 6 = inf(1,A). 
然后 证 明 (了 十 和 Dz || SAT all AFT+AV-HE 
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—S ARM. AS x = (T 十 Vy, 从 而 事情 归结 为 检查 | (T + 
DO || SAlly ll 当 4 0 是否 成 立 .由 下 面 的 推演 知 这 是 成 立 
的 . 
外 (天 十 和 (有 一 | TO) |]? + 2A Re (Ty) yy +4 | y |? 
= [TOI + lyri’. 

Kz ARE RM AA ADO, | CT +A | SAT 那么 对 所 有 工 
E€ HHE | Tor) 1|? + 2ARe (T(x) ce) + X | x ||)? DSR | xl? 
如 果 对 某 个 zE HE Re(T (x) ,x) 0,4 A> 0 充分 小 时 ,这 个 
不 等 式 是 不 可 能 的 . 

还 可 证 明 下 列 结 果 . 


引 理 3 一 个 算 子 TT;V 一 囊 是 极 大 增生 的 , 当 且 仅 当 了 十 了 : 
-> 五 是 一 个 同 构 并 且 S = (7 一 7)( +T)- 是 一 个 压缩 . 


压缩 由 [|S 站 委 工 定义 .一 切 都 归结 为 证 明 当 (3.2) 成 立时 ， 
验证 (3. 1) SOF | I - Del < aED]. REA 
边 平方 并 展开 所 得 的 两 端 . 

极 大 增生 算 子 的 象征 算法 的 部 分 结果 由 Von Neumann 的 经 
典 定理 提供 ,我 们 来 回顾 有 关内 容 . 


定理 1 i H ÆA Hilbert ZES: H> HEAR, 
Pe) = c t azt ee + e ESTEAR. 则 POJ < 


sup |p(z)|. 
tz|<1 


定理 1 的 证 明 通 过 迁 回 到 下 列 注释 而 间接 用 到 增生 算 子 的 概 


=D 
Ed? 


54 IS] 二 1, 则 T= Q 一 S) 是 增生 的 ,更 精确 地 
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说 ,对 所 有 xz € H Rer) > rl 


EKE. ES y = 了 Tz, 一 切 归 结 为 验证 Rely, d 一 Sy) 之 
569 Spy 一 Sy}, 这 等 价 于 SG S i y. 

今 证 定理 1. XO jz| 1,2 CSERE ARE B.H X H > 
CF 

Bay) = Gray) + DL Sr y) + AUS Ex, y) J. 
MORE S| <1 fl fe! <1 保证 . 由 于 引 理 4 我 们 有 

B.(x;x)= || x ||? + 2Re 3 AS x,x) 
= 2 Re (Q — zs) z.z) — |x| So. 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 的 证 明 则 提供 


BCzi 委 VBCrz) VB.(y.y). 

Fe re",0<Lr< LE B. Mic X Bo. 将 有 

an rm fax l/2rfzr CETE 

| | By Cr , y) |d0& | By(x x )d0 | [| By. yd8 | 

= 2 |x| lly ll. 
为 结束 Von Neumann 定理 的 证 明 , 我 们 来 计算 积分 
[= in B;(x,y)P(e7*)d0 = (POS) ayy). 

假定 sup | PC) <1, [< Hz] loll ,由 此 显然 推 知 P(rs) | 
过 1, 过 渡 到 极限 (Gr -> 1) 即 得 | PCS) || <1. 

回 到 增生 算 子 的 象征 算法 . 用 A 表示 在 Re z 宇 0 上 连续 当 
[z| 一 十 co 时 趋向 于 一 个 极限 并 且 在 Re z> 0 AJ RÉ ET À RR 
组 成 的 Banach 代数 . Von Neumann 定理 的 一 个 显然 的 推论 是 下 
列 命题 . 
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命题 2 设 T:V 一 五 是 一 个 极 大 增生 算 子 . 则 存在 唯一 的 代 
数 同 态 X: 4 一 ZAH, H) WEA AD 0, XAH 2)71) = (À + 
T) FFAS SE AA IX À SI 


为 证 明 这 个 命题 ,通过 变换 S — 人 一 T)G 十 T)-1, 把 它 妇 结 
为 一 个 相应 的 叙述 , 即 A 是 圆 盘 代数 ,而 5 是 一 个 压缩 . 在 这 种 情 
形 下 ,命题 由 Von Neumann 定理 和 多 项 式 在 代数 4 内 的 稠密 性 
推导 出 来 . 

对 于 某 些 应 用 ,把 代数 A 稍 许 扩大 一 点 儿 成 为 代数 B 是 适宜 
H, XE B HE Rez > 0 内 全 纯 在 Re z 宇 0 内 连续 的 函数 所 组 成 . 
这 次 不 再 要 求 在 无 穷 远 点 有 极限 . 

SRF BARBARA <> 0(1 + ez) f(z) = f.(z) 属 于 A. 
因 此 对 所 有 x € H, fT) 组 成 一 个 有 界 族 . 今 证 对 所 有 x € H, 
FAT) (x) 收 仅 到 一 个 极限 ,把 f(T) (x) 定义 为 这 个 极限 . HF V 
在 五 内 稠密 ,可 限于 讨论 zEy. 即 令 z= (I 十 T)-'y,yE€ GX 
一 切 就 相当 f(z) Bel = (1 +2) 4) RE. RRO + 
ez) 'g(z) FER PS A 内 收敛 到 g(z) 蕴涵 ACU + 
T) FRB FT RUBS g(T). 由 此 得 到 SCT) 的 强 收 敛 性 . 

RLS AD BE Y:A> BCH, H) 到 代数 B 的 延 拓 仍 是 
- -个 代数 同 态 . 

这 些 考虑 的 一 个 应 用 如 下 . 令 f(z) = e-“,t 之 0 并 构造 f(T) 
= S. 这 就 构造 了 一 个 以 一 了 为 无 穷 小 生成 元 的 压缩 半 群 . 这 个 
半 群 具有 下 列 性 质 : 当 上 一 0 时 3, 强 收敛 到 恒 等 算 子 . 反之 ,所 有 强 
连续 的 压缩 半 群 由 一 个 极 大 增生 算 子 产生 . 有 兴趣 的 读者 参考 
[151]. 

回 到 平方 根 问题 . 

E TERA EN ARAMA A> 0,T(T 十 -也 是 极 大 
增生 的 . 事实 上 PAF BMT — ACT +A, MAd + Ad! E 
一 个 压缩 算 子 . 
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ATTO 十 一 的 所 有 正 系 数 的 线性 组 合 还 是 增生 的 ,因而 
对 所 有 EV,Re《(T!i rx,x) 之 0. 由 连续 性 ,这 个 性 质 可 推广 到 W. 
BIT"? 十 IT:W 一 于是 一 个 同 构 . 我 们 回想 起 W 定义 为 (TT 二 DDT? 
的 值 域 . 因而 一 切 归 结 为 证 明 (T22 4+ OCT +)’ ASH eR 
个 同 构 . 

HE, RIGET 十 DTA 1) 2 CT + DCT + 
D 加 以 比较 . 

首先 注意 正如 上 节 我 们 曾经 证 明了 的 ,7 :太一 五 是 一 个 同 
构 . 此 外 TUE 是 增生 的 . REZ TS tb, A in 1 + Te. H > H 
是 一 个 同 构 . 这 个 算 子 还 可 写成 (了 十 Te?) TO, Aa +T: WwW 
> HET. 

AFEA! + DT +D "2H —-HEÉ-TÎAHA. 

今 证 存在 一 个 常数 /> 0, 使 当 0 近 es 委 7 时 (7 二 0 充分 小 )， 
对 所 有 xz CH; 有 | 

IT + DDCT + Ds | >7lzxl. (3.4) 

为 证 明 (3. 4) ,首先 注意 | TP 十 DOI? > To) |? 

+ ly 对 所 有 y EWR AERJ T)” 是 增生 的 . 进而 得 到 
(TI TE <C Ve. BRT’ ATH CRB TERE 
的 有 界 算 子 , 并 且 以 lzi + UT’) 为 一 方 , 以 À CT 十 
D: 为 另 一 方 , 构 成 克 上 的 等 价 范 数 . 这 一 切 综合 起 来 即 提供 
(3.4). 

HERTIL <ET | TP +HDT+D UP? LC. 
FETE + DT +D EHAS tyc, REAA 
这 个 算 子 跟 (T.2 + DT + D ZEÉMIOMAFEIC, Ve ,而 
C, AY > 0 RAK RIF ec > 0. 

总 结 上 述 讨论 得 


命题 3 设 T:V 一 吴 是 一 个 极 大 增生 算 子 . 则 存在 一 个 极 大 
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增生 算 子 ,其 定义 域 包 含 V 并且 其 平方 等 于 了 T 了 .我们 有 W = d 
+ TYCH HE 
Te = 2 TT + DOUX Va (3.5) 


正如 所 指出 的 那样 , 当 限 制 在 x EY 上 上 时, (3.5) Ay FRG 
是 一 个 Bochner 积分 . 

命题 3 可 以 精密 化 . 事实 上 存在 唯一 的 极 大 增生 算 子 世 , 其 平 
FELT. 污 者 可 参看 [151] ,那里 证 明了 这 个 断言 . 


4. Ha Æ HEIN R TER 


ASTRA fe] Py et HE TV 一 已 ,我 们 无 从 介绍 有 有关 
理论 的 应 用 . 

本 节 我 们 用 五, 记 Hilbert 空间 ,而 在 此 之 前 一 直 记 作 态 . iz 
H, C 万 ,是 一 个 稠密 问 量 子 空间 , 它 对 于 一 个 记 作 人 ,的 内 积 
和 记 作 | + Il 的 一 个 范 数 也 是 一 个 Hilbert 空间 . 至 于 Ho, ARR 
PE Ce, e, WROCE | el 

KBRI H, C H, 是 连续 的 :存在 一 个 常数 C EA x 
E€ 已 有 zl 和 Clzl. 

在 我 们 将 面 对 的 应 用 中 , 媚 , = L208), 是 Sobolev 空间 
H'O, Hg) = |. fr)glr)dr+ |. Vie Ve dx. 

Riesz 表示 定理 指出 ,对 所 有 yw © 五 ,存在 一 个 元 素 zE H, (Ë 
对 所 有 ZE A, oy) = az). Se = Joy), A Bee J: H, 
~ H, 是 线性 的 ,连续 的 和 单 射 的 .用 H: C H, KRE ICA), WM 
4 | 

(ry = (x, JT YD) TE Hy €E H,. (4. 1) 
在 具体 例子 中 J = (一 A), jf AZ, 是 Sobolev 空间 °C"). 
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最 后 把 H, > H, 的 算 子 记 作 T. 所 作 的 一 切 使 了 是 一 个 正 目 
伴 算 子 . 这 个 初步 的 构造 是 我 们 现在 要 介绍 的 构造 的 一 个 特殊 情 
形 : (x, y) H— THEME B: H, xH 一 世代 替 , 召 具有 和 下列 
性 质 , 对 x EH yE Hi,z€ H,aECMBECA 


Blar + By,z) = aB(x,z) + BB(y,z), (4. 2) 
B{x,ay + Bz) = aB(x,y) + BPB(x,2). (4. 3) 
此 外 还 假定 存在 两 个 常数 C > Y > 0 使 成 立 
IB(x,»)| Cr lly] (4. 4) 
和 
Re Blz,x) SY || z|? (4. 5) 


暂 不 理会 Hilbert 空间 Hy. HE TM S.H, > H, Ë Ba., 
y) = (Sx), y) RTA x © H,,y € H, W. 
利用 上 面 介绍 的 同 构 T:H, ~> H,,# Ts = TS.T; 的 定义 域 
HE RTE Sr) € H, 定义 的 子 空间 Y CH. 
由 构造 $S:Y 一 如 :是 (站 和 已: 这 两 个 H, 的 子 空间 之 间 的 ) 一 
个 同 构 ,而 Ts:V — H, 是 一 个 同 构 . 
由 于 (4.1), 对 zxEV 和 和 yE€ HH, 有 
Blr,y) = (Tgr), y). (4. 6) 
并 且 对 x EV 有 
Re (Ter) x) > Y|x/?, (4.7) 
重要 的 是 要 注意 到 Ts 和 了 并 不 是 线性 的 依赖 于 B. ST Ts 
是 极 大 增生 的 ,以 Y 为 定义 域 . 
我 们 方才 证 明了 下 列 结果 . 


命题 4 ic B:H, X H 一世 是 一 个 满足 (4.2),(4.3),(4.4) 

和 (4. 5) AY SEDER ARE A. 则 存在 一 个 子 空间 VC H, 和 一 个 极 大 
SHAE SE Tu: V 一 Ho ERA r € V 和 所 有 yy € H,, 有 

B(xr,y) = (Tl), y). (4.8) 
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Kato 口头 提出 下 列 问 题 ([151j) .我们 网 定义 的 算 子 Te 的 平 
KRT: WE CRW 是 否 跟 空间 H 重合 ?换言之 ， PARE KE 
SO Sa HE EN ACHE A BY SC BS ? 

A. MacIntosh 曾 构 造 了 第 一 个 反例 ,从 而 指出 不 能 希望 在 一 
般 情形 下 有 一 个 肯定 的 回答 . 因而 限于 算 子 了 一 一 div AG)V 的 
平方 根 这 一 特殊 情形 是 适当 的 ,这 里 A) 满足 引言 中 所 给 的 条 
件 . 我 们 就 把 这 个 特殊 问题 叫 作 Kato 猜测 ,并 将 详细 叙述 . 


5. Kato 猜测 


从 一 个 Xn HJ $E PE A(x) 出 发 , EB ILA a; a(z),1l SIRS 
2 属于 Z 工 ”(R") .我们 假定 存在 一 个 常数 SG 二 0 使 对 几乎 所 有 的 x, 
MAPA HCE OE C'Æ 
Re STS auth > OUR ee + GID GD 
进而 考虑 在 AOR") x HOR”) 上 由 


B(F,g) = >>I. adja (x) a dx (5.2) 
FE MAISON EVE B. ZA 
IB(f DI <Ci VF ile Vell. (5. 3) 
和 
Re BOS, ND Sal VME . (5. 4) 


我 们 并 不 处 在 前 节 的 框架 之 中 ,这 是 因为 | VS, BESTE 
HRO 内 的 范 数 .为 纳入 这 个 框架 考虑 型 B(f g) +| Je dz — 
B(f,g). 借助 B(f,g) 构造 定义 域 为 V 的 极 大 增生 算 子 Ts. 这 个 
算 子 可 写成 了 s 二 Te 十 了 ,并且 有 

B(F,g) = TN), JEV EH (5.5) 

算 子 Ts 是 极 大 增生 的 ;其 定义 域 是 Y. 回 到 借助 一 个 增生 型 
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构造 一 个 极 大 增生 算 子 的 过 程 , 可 以 直接 验证 Te 的 定义 域 是 使 
div (A(x) V D ETF LRO 的 向 量子 空间 VC ACR’). RIVER 
到 4(z)YA 是 一 个 向 量 , 其 2 个 分 量 属于 三 (R"). 因 此 这 个 向 量 的 
散 度 是 在 分 布 的 意义 下 计算 的 . 

Ts 的 定义 域 的 这 个 特征 符合 确定 由 复合 无 界 算 子 所 得 的 算 
子 的 定义 域 的 一 般 规 则 :在 复合 的 每 一 步 , 所 有 计算 应 当 保持 有 意 
义 . 最 后 可 写 出 

T(f) =— div (Alz) VS. 

Kato 猜测 在 于 要 知道 Ts 的 增生 的 平方 根 的 定义 域 是 否 是 
H' R’). 

我 们 打算 证 明 下 列 定理 . 


定理 2 对 所 有 整数 之 1, 存在 一 个 常数 el(n) > 0, 使 得 在 
(I= A) || a < eln), M Ts 的 增生 平方 根 7 了 a 可 写成 


TY? = > RA)D,, D, =— id/ar;. (5. 6) 
1 


LEAF RAEL RED 的 开 集 上 1 一 A(x) || wen) 内 是 
4(z) MER, CELR) 上 的 有 界 算 子 代数 ALR’), 
L? OR")) 内 取 值 . 

另外 算 子 RGD, RC) 是 通常 的 Riesz 变换 . 

最 后 还 有 , 算 子 RA. Si Ln, D RAK LR 到 
LP OR") AA .2<p<co, PRM L” RY 到 BMO(R") 内 的 连续 算 
子 . 


定理 显然 蕴涵 OR") BT? 的 定义 域 W 内 .我 们 验证 一 
HITE RE A Co) 和 和 它 的 伴随 甜 阵 4*(zx) 证 明了 定理 ,那么 这 个 定理 
BE 2 44 W = H'O. 把 B 的 伴随 型 记 作 BB OU, = 
BD. BA Ts 的 伴随 算 子 Ts À To, M TY 的 伴随 算 子 是 
TH; 为 验证 后 一 性 质 , 只 需 回 想 积分 表达 式 (2. 10). 
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这 nied = (Ta fsg) = (Tg Tr fg) = (Th f, 
Te g) ASF Te We ORV 并 且 g 属于 HER. RING 
到 了 d = Tè” f Te ' g), 并 且 可 把 这 个 等 式 扩张 到 
HR”) x HR”) E. 

若 g = 二 了 则 有 

SH VIIS Re BOS, A= ReTaS Ta: Ff) 
< Te S h Te (5.7) 
由 于 我 们 假定 了 Te Pf l SCIS lo KA ITS, > 
6C VS |, SAT Ta” 的 定义 域 W 就 是 ACR"). 


6. 相应 于 Kato 猜测 的 多 重 线性 算 子 


沿用 第 13 章 叙 述 的 基本 思想 ,我 们 打算 构造 定理 2 HAT 
R ,为 此 要 算出 它们 的 多 重 线性 算 子 的 级 数 展开 式 , 并 建立 级 数 的 
收敛 性 . 

为 简化 记号 ,以 下 把 Ts 记 为 了. 最 大 增生 算 子 Ts 已 在 前 节 定 
义 ,我 们 要 证 明 它 的 增生 平方 根 V 可 写成 


VT = > Ryn (AD, (6. 1) 


m=0 j=] 


HH D, =— i a/ax;, MAF R,,.CA) ELRO 上 有 界 .并 将 证 明 
存在 一 个 仅 依赖 于 维 数 的 常数 C = Cn) > 0, (ETE Rpm LE? CR") > 
LR) 的 范 数 | RCA) | MAPA me > 1 满足 
| RjmCA) | SC" AG) — Th. (6. 2) 

算 子 Rio(C4),1 委 ) 委 ”不 依赖 于 4, 它 们 是 通常 的 Riesz BR. 

一 旦 (6. 2) EX, VT HR) 一 LR) 的 连续 性 将 是 直接 
可 得 的 ,只 要 Cl A) 一 了 工 | - 

FF Rin A 关于 B= 一 1 一 4 1! 是 多 重 线 性 的 , 并 将 在 
McIntosh 的 形式 内 (第 8 章 , 第 7 节 ) 分 析 . 对 它们 结构 的 分 析 使 我 
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们 得 以 处 理 一 个 更 一 般 的 情形 ,我 们 将 扎 掉 Kato 问题 ,以 便 在 这 


一 般 的 框架 内 更 加 自由 . 
回 到 等 式 (3. 5). PER 4 = 1110 —- THÉ A) 
好 处 在 于 上 有 重要 的 几何 意义 ， 


从 预 解 式 (T 十 27) 的 多 重 线 性 肆 开 出 发 ,通过 关于 i 的 积 
分 ,将 得 到 TE 的 多 重 线性 展开 . 

为 了 计算 这 个 预 解 式 ,我 们 写 出 (在 无 界 算 子 复合 的 意义 
PPT = UAV ,这 里 VV 二 17 AOR) -> (LR), V 是 梯度 算 
FATE BH Ale) 定义 的 和 逐 点 乘法 算 子 ,7 = t div :E > 
POR) EB EC ECY 是 散 度 算 子 的 定义 域 . 

几 个 现成 的 注释 后 面 将 是 有 用 的 . 沿用 刚才 引进 的 记号 ,我们 
4 I + UV = I — PARA = A /art + + + #/ar,t, MO + 
UVU =Q, =— (I — PA div. 算 子 Q@Q 是 一 个 卷 积 算 子 , 它 的 


象征 是 | ba ies | ATZ = 1-19, UE 
ERRAT REA OAI Dh ho ET, RE 
er) 
LL 1+ el) Lika 
这 里 若 jA k,Ô à = 0, À j = k,0,3 = 1. 

Riesz 变换 R REE E/E BS P= drra, eT AT 
以 与 下 


2 


Z, = ((67 — U — PR; Re) hic sen 

我 们 来 前 明 上 的 意义 . 算 子 慎 是 一 个 由 多 定义 的 卷 积 算 子 ; 今 
A gx) =p) XXE DEF LOR). BRM lr} >1, 
HARR m> A PI + IVe) SCl] A” TE xl < 
LA Ie) | SCT AN | Ver) | SC lar |. 这 表明 wz) 本 质 
ER EFF AAP. 的 “作用 半径 ”是 上 + 同样 的 注释 对 
Q 有 效 , 不 过 有 两 点 不 同 . RAO = fxd. KB YG) = 
"f(x 人 ). 这 次 y 是 向 量 值 的 ,属于 L CR 并 满足 |y(z)az = 0, 
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MARITE [odr = 1. 另外 ,J(x) 具 有 跟 yx) 相同 的 正则 性 
和 局 部 性 . 

算 子 Z, 的 情况 是 类 似 的 ,只 是 在 原点 的 奇异 性 更 加 严重 . 事 
实 上 , 存在 一 个 缓 增 分 布 2 € ZR, 使 得 Z, 的 分 布 核 是 
2| 一 | .Z 在 |x| 之 1 的 限制 跟 Schwartz 类 CR") 的 一 个 
函数 在 rl > 1 的 限制 相同 ,Z ERNO) 是 无 穷 次 可 导 的 ,而 2 的 
作用 半径 还 是 上 

从 上 述 分 析 我 们 得 到 Z, = 0, 十 和 ,其 中 奇异 部 分 0 的 分 布 核 
由 jz 一 yi Sst Z, m m E wla) = wl s/t) 定义 的 一 个 卷 
RAT, wlr) 属于 Schwartz 类 CR). 

BR + PT 的 计算 . 由 和 矩阵 AG) 定义 的 乘法 算 子 记 作 
A 令 4-z) = I — Blr), H BERAE BG) 定义 的 乘法 算 
F. RNB + OT) 展 成 算 子 B 的 器 级 数 , 为 此 要 用 到 下 列 值 
得 注意 的 等 式 

(I + UAV)7UA = QU — BZ), (6.3) 

其 中 UU,4,V 现在 是 某 个 结合 代数 的 任意 三 个 元 素 ,@ = U+ 
UVIYUU,Z =I — VQ, 显然 要 假设 所 有 写 出 的 道 实际 上 都 存在 . 

(6.3) 的 验证 是 一 个 代数 练习 题 , 留 给 读者 . 在 验证 过 程 中 算 
子 U,A,V 的 意义 不 起 任何 作用 . 

在 我 们 所 关心 的 情形 ,Z = Z: CLR) -> ELR RAR 
的 ,并 且 算 子 Z 的 范 数 不 依 赖 于 z. 由 此 得 知 BZ = BZ, 的 范 数 严 
格 小 于 1, 只 要 | 1— AG) | 4 Ken) ,eln) > OFAN. FHT 


把 (6.3) 的 右 端 展开 成 一 个 Neumann 级 数 S*Q(BZ)”. [=] 到 
(3.5) ,我 们 得 


T' = X}, R(A)D;, (6. 4) 
1 


其 中 
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R,(A) : 
. 2 i EL 人 dt 2 AN、 
| QU — BZD Ë = 2 D. (6.5) 


K, (A) 


L. = F Q BZ” | (6.6) 


我 们 打算 证 明 存 在 一 个 常数 C = Cin) 使 得 对 所 有 mm > 1, 
| Ln | < C || Bll”. RRIF ERC || BI 二 1 之 下 证 明 算 子 
RCA) 的 连续 性 , 若 | I — AG) |] à eG) ,eln) > 0 HAT, WE 
述 条 件 成 立 . 

暂时 部 分 地 忘掉 前 面 的 内 容 ,而 来 研究 算 子 L, 的 一 种 更 简单 
且 更 一 般 的 形式 . 

作为 开始 ,我们 仅 考 虑 数量 算 子 , 它 是 前 面 的 矩阵 鼻子 的 元 
E. 

首先 看 卷 积 算 子 . 用 P,( 相 应 地 Q) 表示 用 8.C 相 应 地 内 ) 定义 
的 卷 积 算 子 ,这 里 pr) = tpt), pC) = tpat). BR PA 
满足 前 面 和 叙述 的 条 件 : 当 |zl 科 工时 ,1{KXz)i S Cran, 
(VAr) SCjr| oC) 也 如 是 ,而 当 |z| 立 1 时 ,20 以 及 它们 
的 梯度 在 无 穷 远 是 速 降 的 . 最 后 还 有 | pz)adz 一 1, 而 |%Cz)dz = 
0. 

w mE) 是 一 个 在 及 入 (0) 内 无 穷 次 可 导 并 且 0 阶 齐 次 的 函数 . 
xt PRA AD 0 ME Ë 0 ,mCAË) = mE). 在 Kato 问题 的 特殊 情 
形 ,m(é) 是 函数 S41/1&|’ 当中 的 一 个 . 设 R;L OR") > LR") BS 
BAT, HRC MH) Bm}. 那么 RR 是 一 个 
Calderon-Zygmund #F,.Alb41< poe L’(R") 上 是 有 
界 的 . 

最 后 一 个 假设 是 算 子 RR, 二 (1 一 了 i)R 的 分 解 , 即 R== 0, + r, 
这 里 c 的 分 布 核 由 |x 一 y| Se OH. M x HH 20,(x) = 
wlt) EX ABR BST wlr) JRF Schwartz 类 OSCR"). 
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RIETI < pooh Pe EVR) 上 是 有 界 的 ， 
FF AE HY TE BO RF t. 

用 By. Bn RH bys (7),… ,bn(X) 定义 的 逐 点 乘法 算 子 ; 
我 们 假定 Ib Wo 委 1 s I| bn I e S 1, A By Bn E LR 
上 的 压缩 算 子 . 

在 这 些 记 号 和 假设 之 下 ,定理 2 的 一 个 推广 由 下 列 定理 提供 . 


定理 3 ”存在 一 个 仅 依赖 于 函数 g 和 y 以 及 算 子 R 的 常数 C， 
使 得 对 所 有 整数 m 衬 1 和 所 有 函数 j() € L*(0,00) ,积分 太 Q,. 


B, Row By R pe) SB BB — AHF DL? CR > LBD EM 
范 数 不 超过 C | l o 

此 外 ,存在 一 个 常数 C ,使 得 L, 的 分 布 核 在 对 角 面 的 余 集 上 
的 限制 Lin (sy) 满足 

| Mere) = Ene" in) dy SOM I el 


(6.7) 


本 章 所 有 余下 部 分 用 来 证 明定 理 3. At, RANGER Ln 
的 两 个 变 体 ,它们 是 
LP = [7 Q, BR Bp-i RB, P, we) Ë 


和 
e | dt 
Ly — Q, B; R,” Bm- R, BP, W, ut) + 9 
0 


其 中 W, 和 P, 是 同一 类 型 的 ,函数 9 由 Gauss aR e ARR, 
三 个 算 子 Ln LO ALS 彼此 以 下 列 方式 相互 联系 . 
首先 ,我 们 有 La = Lai By R— LP RGM R = I 一 
P,)R. 
Ut Ln 5 LP 在 LR) 上 的 连续 性 蕴涵 L, 的 连续 性 . 
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Yol 


其 次 ,Ls — LP 是 LCR") 上 的 一 个 连续 算 子 .为 了 确信 这 


事实 ,我 们 更 一 般 地 考虑 形 如 J =| Q 4,6 学 的 算 子 ,其 中 QQ 和 
Q 跟 定理 3 中 的 算 子 Q 有 相同 的 定义 ,并 且 ALR — LR) 
的 算 子 范 数 是 关于 :一 致 有 界 的 . 这 样 一 个 算 子 了 正如 下 列 引 理 所 
指出 的 在 [7(R") LER. 


引 理 5 ”沿用 前 面 的 记号 ,积分 | Q AD Z 强 收敛 到 一 个 在 
LCR") 上 连续 的 算 子 . 


RES O<e<eMe > RB A, = 0, HEITA 
WEI 一 | Q 4 总 至 的 一 个 一 致 估计 . 然后 由 此 得 到 积分 关于 ; 


的 收敛 性 . 
为 估计 |) ,我 们 来 计算 当 LP. SIA lel. SI 
(Jf ,g) 的 值 . 今 有 | 


Jie = PA Br. go 
ff Canchy-Schwarz 不 等 式 给 出 
| foc 1/2 | too d 
PIE | PABA) (Te et 


Af À, 的 连续 性 允许 以 Co | Q, Í || ACF | A, Q, f | 2* 算 子 Q, Q, 
和 Q: 有 同样 的 结构 ,因而 只 需 证 明 


Pierry 


为 验证 (6. 8) ,我 们 利用 Plancherel 公式 , 便 归 结 为 估计 重 积 


1/2 
<C MSi (6. 8) 


分 
| COMOL a . (6. 9) 


Mont gy EARR, êl lt el Scl 
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Iê] Slat gH] < Cll E10,1[. 由 此 得 
E 11062 ea <C, (6. 10) 


由 此 得 (6. 8). 
为 证 明定 义 J 的 积分 的 强 收敛 性 ,必须 对 在 LR) 中 的 圈定 
的 也 证明 当 了 人 趋向 于 无 穷 ( 且 有 > T) 时 或 T' 趋向 于 0 时 


fe ae rl 趋向 于 .重新 进行 前 述 的 计算 ,这 就 归结 为 乒 


| | PaE |? | FCE) |? a a 的 极限 . 考虑 到 (6. 10), Lebesgue #8 


制 收 敛 定理 允许 得 到 上 述 结 论 . 

由 上 可 知 算 子 L, 的 研究 直接 归结 为 算 子 LO 的 研究 . J.L. 
Journé 曾经 证 明 LS LO (x, y) 满足 Calderon-Zygmund 核 的 
条 件 . 这 就 导致 利用 T(1) 定理 以 证 明 LO 的 L 连续 性 . 由 于 
W,(1) =1, 遂 得 | 

LO) = Ln (Om): (6.11) 
这 意味 着 我 们 就 要 叙述 的 归纳 推理 要 经 历 算 子 L, ALY 之 间 的 
一 个 曲折 ,并 且 必 须 证 明 (C6. 7). (6.7) 的 证 明 将 是 直接 的 ,无需 基 
于 归纳 推理 . 这 就 得 到 一 个 常数 C’', 对 LS 应 用 TQ) 定理 则 可 证 
明 
Ee S Coll Les + CT, (6.12) 
由 此 推 得 | 
| Lim | S Co || Lea | + CT + Cy. (6. 13) 
不 等 式 (6. 13) 提 供 所 说 的 算 子 L, 的 增长 性 . 

在 结束 本 节 之 前 ,我 们 来 说 明 归 纳 如 何 起 动 以 及 如 何 验证 
TO) 定理 的 其 余 假 设 . 

WF Ly th L= | Quo Sth. 这 是 一 个 郑 积 算 子 . 相应 


的 象征 是 | GCE) nC) 党 ,并且 授 引 我 们 曾 用 过 的 乡 的 估计 不 难 
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验证 这 个 象征 属于 LO CR"). | 

为 了 证 明 弱 连续 性 ,我 们 利用 第 8 章 的 命题 6. 今 令 Xlr) = 
exp(z。 £) 并且 致 力 于 估计 LE Xo 在 空间 BMO 内 的 范 数 . 

今 有 

LP XO = LEE (Xe bm), (6.14) 

其 中 cr r Q B, R,--B„_, R, exp (— tjêl?/4) u) a 

同样 的 推理 将 给 出 也 € BMO ff LE X) € BMO, 仪 有 的 
区 别 是 从 一 种 情形 到 另 一 种 情形 y(t) 改变 了 . 

BF |da = 0, BEAL?) = 0. 

本 章 余 下 的 部 分 将 用 于 已 提 到 过 的 L, ALS 的 核 的 性 质 的 
验证 . 

这 些 验 证 一 旦 实现 ,定理 2 和 3 即 被 证 毕 . 


7. LP Cosy) 的 估计 


首先 考虑 一 个 典型 情况 以 阐明 随后 的 计算 . 考查 一 个 算 子 


L=| P APŽ, (7.1) 


Heap P (相应 地 已 ) FE pE p) 定义 的 卷 积 算 子 ,这 里 员 (z) 
= t "plzx/t) ,但 跟 我 们 将 要 处 理 的 情况 不 同 ,pq 和 9 是 两 个 C! 类 由 
PE LER SZ ERY RRO Oh Re A A? CR") LR) HS 
范 数 | AW 满足 WAL Co FFA A, 的 分 布 核 4,(x,y) 限制 在 
|x 一 yy! 之 tt 时 人 恒 等 于 和 零 .沿用 曾 用 过 的 一 个 术语 ,4 的 作用 半径 
不 超过 上 在 这 些 条 件 下 ,我 们 的 算 子 工 的 分 布 核 天 (zy,y) 满足 佑 
计 
Kz, y] <Clz — yl”, (7. 2) 
|\d/dx; K(x,y)| + 19/9y; 天 zy | SC le — y| t. 
(7. 3) 
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为 简化 一 些 计算 ,我 们 将 假设 和 ?是 偶 的 实 函 数 . 令 g u) 
= olu—2),9g@) = glv — y). B K(z,y) 由 三 层 积 分 


ian n g(a — u)A,(u,v)g(v — y) dudv a 
天 (zyy) = [a Gg”, Ae) a (7.4) 


为 了 从 上 估计 IK (x.y) | 我们 利用 下 面 两 个 平凡 的 注释 . 对 
SORIA AG, #91 <Co ll @? al a= CT. BH 
若 jz — yl > 3t (AA?) = 0, 因 为 这 时 4? MH? WERE 
不 相交 , (7. 4) 右 端的 积分 | … 学 事实 上 表示 成 | … €, 
其 估计 是 直接 了 当 的 . 

(7. 3) 的 验证 是 类 似 的 , 留 给 读者 . 

RFLP WILE (xy) 的 处 理 按 刚 描 述 的 框架 进行 .不 过 有 
两 个 新 的 困难 . 第 一 个 困难 涉及 到 函数 (8 或 办 ) 或 与 之 连带 的 算 
子 (R,) 的 局 部 性 . 这 个 局 部 性 不 再 是 严格 的 ,而 仪 仪 是 近似 的 . 第 
二 个 困难 是 定义 算 子 & 的 函数 J 不 属于 工 ,而 仅 属 于 ,1 二 fp 一 
-一 二 .代替 利用 A 在 空间 L 上 的 连续 性 ,我 们 将 利用 A 在 空间 
L 上 的 连续 性 . 但 一 看 便 知 ,我 们 利用 的 第 二 个 函数 9 必须 属于 
LZE 1/9 + 1/p = 1 MEAR A?) BEX. AF LE RAR 
这 种 情形 ,这 是 由 于 用 来 构造 算 子 Q, 和 P, 的 函数 yy 和 gg 有 相同 的 
奇异 性 . 反之 ,对 算 子 LE 来 说 , 一切 进展 顺利 ,这 是 由 于 9 由 
Gauss 函数 代替 ,而 后 者 属于 所 有 空间 L. 

现在 进入 证 明 的 细节 .下列 引 理 属于 J.L. Journé, 我 们 先 明 
确 有 关 记 号 . 考虑 两 个 属于 ZR 的 非 负 的 放射 函数 a(x) 和 
blr) HR r| <1 Ecl) = (a#6)(zx) 二 1. 若 pE1ll,co[ 和 4@g 
是 两 个 共 斩 指 数 , 令 alr) = 二 (a(x))*,BCx) = blr). RE 
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引 理 6 BT LR) — LR) 是 一 个 连续 线性 算 子 ,其 分 
布 核 由 |z — yl Sr 支撑 . 则 对 所 有 函数 SOC LR) 和 所 有 函数 
ge LRRD A 


KT Fogel <TH | ASe] x BI! de 


(7.5) 
其 中 a, (x) = r'a(x/r),B,(x) = r"B(r/r). 


这 个 不 等 式 补 充 了 由 了 的 连续 性 提供 的 显然 的 估计 (TP, 
EIST IF, lel. 对 (7.5) 右 端 应 用 Holder 不 等 式 , 就 
会 发 现 又 回 到 显然 的 佑 计 . 如 果 与 由 7 给 定 的 尺度 比较 ,在 |f| 是 
小 的 地 方 lel 是 大 的 ,反之 亦 然 , 不 等 式 (7. 5) 特别 有 意义 . 

为 证 明 引 理 6 ,我 们 写 出 


(Tf ,8)= | Taf e@dydz 

= ee 2| Se @dydz, 
ee dan as 
“| Fee) = | FE du. 


“| FQ) B(x) 有 同样 表达 式 . 从 而 


i 


其 中 f(y) =r va 2 
从 了 的 连续 性 推出 
‘Thal= || THeoaals ITI [IA Ig edu 


= ITI [Cif a) glt» B) du. 
这 里 是 引 理 6 的 第 一 个 应 用 . 用 pla) = tpat) 表示 
Poisson ; p(x) = ca Q + |z [De , Hebe, > 0 由 | p(x)dzx = 


1 确定 .把 由 SY Cay S oy) 定义 的 两 个 算 子 记 作 SYS, 
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两 个 核 满 足 |S Cry) | <C pla 一 SC) KSC ple 一 
y) 以 及 19a/ariS (x, y) | + 19/ay, SP x, y)| SCO Pry), 1S 
7S. 
现在 考虑 算 子 卫 一 | SP 4 SOS seep A 满足 跟 在 典型 情 
形 同 样 的 假设 . 那么 工 的 分 布 核 限制 在 夫 二 上 时 仍 满足 (7 2) 和 
Fan (u) 一 SP? Cy) Beas MU) = SU (rx,u), 
K (x,y) = CAS dy) Lun) s 
那么 有 
K(x,y) = F Ky) À 
对 天 , 应 用 Journe 引 理 则 得 
KG IEC] ISen x @) l ge l? 8) du 
由 所 作 的 假设 得 
Sey? * a, } 1/2 Cu) < C pu — y), 
同样 
(gent +8) GO LC; pu — x). 
注意 到 
|. p. Cu — y) pr Cu 一 xidu= (p, * pı) (x —_ y) 


= Dax — y) S 2p(7 — y), 
BD Ay 25 RK, 的 计算 . ms 注意 到 


pr 一 这 == 二 全 即 证 得 (7.2) 


[x — y 
9/47, 天 (zyy) 或 9/9y; K(x,y) 的 计算 是 与 上 面相 类 似 的 , 留 
给 读者 . 
有 了 引 理 6 之 后 ,我 们 就 能 叙述 算 子 LE WRK LE Cry) 的 正 
则 性 了 . 以 下 沿用 定理 3 的 假设 和 记号 . 
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命题 5 FP LS W Le Cry) 满足 估计 
LP (r, p| LCTIx — yl”, (7.6) 
13/3y; LP (x,y) | SCF lc — y| IL Sna, (7.7) 
WEE lz =r] <5 y) 和 eE]0,1[, 则 有 
ILE Ca’ sy) — LE (x, y) S C Cr — xl |r — y| 7E. 
(7.8) 


RIMEL? = |" Q B, R = Bui R, BW, nO) À, R, 
= p + m AFAR © 有 一 个 小 于 或 等 于 1 的 作用 半径 (这 就 多 许 
应 用 Journé 引 理 ) 而 正则 部 分 x, 是 一 个 由 阻 数 w(x) = 
t"w(r/t) 定义 的 卷 积 算 子 ,w 属于 Schwarz 类 AOR"). 为 证 明 的 
需要 ,我 们 将 把 算 子 m MW, 纳入 一 个 更 一 般 的 类 内 ,此 类 的 元 素 
WES. 一 个 算 子 称 为 S$,, 如 果 它 由 一 个 核 $S,(z,y) 定义 ,而 在 下 列 
意义 下 (Cry) 的 行为 像 Poisson 核 p(x — y) = 
Tari HE 常数 C 有 
[S(x,y)| SC px — y) A |3/3y; S(x,y)| S Ct p(x — y). 
(7.9) 
作为 开始 ,把 出 现在 LY PEAT! R, AM 0. 令 À = 


B10.B,…B,_10.B ,并 研究 TF m =| Q, A, w,” ,或 更 一 般 地 ， 
= | Q, A, s” 

的 分 布 核 ACw,v) 当 |u 一 v| G7 一 1)t 时 是 零 , 而 ,的 
D T ny) 由 下 式 给 定 


(zyy) 一 {| plx — u)A,(u,v)S,Cv,y)dudv. (7.10) 


RSI 用 Journé 引 理 以 研究 这 个 积分 , AW. HÆ 0 
EN, LU co BAB p LRO > LRO 的 范 数 ,这 个 范 数 
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FAR F t. FE AL? 一己 的 范 数 不 超过 cg |, 而 Journé 引 理 给 
出 


FCI SCY gl ro) — 2) 


X (|p|? x Bu — y)du, (7.11) 
其 中 = (一 1 而 CC 是 出 现在 [Sr y) SC plr — y) pP 
的 常数 ,p, 是 Poisson 核 . | 
为 估算 当 0 Lr<rEf ||1*x a 的 值 ,注意 到 下 列 事实 是 方便 
的 , 即 不 计 无 关 紧 要 的 常数 因子 ,2 ”yg,1* 以 尺度 :构成 集 中 在 0 
的 Dirac 测度 的 一 个 逼近 . 考虑 到 à, 和 Poisson 核 的 标准 化 , 当 0 
<tr it, 则 有 


CEPTI |p|? * Cu) S CPP Cp, Cu). (7.12) 
HF r= Cm 一 1)t，, 非常 容易 地 得 到 
Clg |? + a)? < Cm" p, (7.13) 
同样 地 
(lp? xD < Cm”? p,. © (7.14) 


把 这 些 估计 引入 到 《7.11)? 的 右 端 之 后 , 剩 下 的 就 是 作 估算 ， | 2, Cu 
— x)p,(y — u)du = (p, * p,)(x — y) = pa (x — y) S 2m p,(x — 


D. 要 结束 计算 只 要 注意 到 | 户 (z 一 学 一 一, 这样 就 证 
明了 (7. 6). 

出 现在 (7. O 左 端 的 几何 增长 来 自 算 子 p:12 一 的 东 6 数 ,这 
个 算 于 作用 了 mm 一 1 次 . 

估计 式 (7. D 的 证 明 是 同样 的 . 仅 有 的 不 同 是 SCz,?) 换 成 了 


A S,Cx sy) ,后 者 的 绝对 值 不 超过 CE |p, (x — y). 


现在 来 讨论 核 ,(x,y) RF x WEWE. $d = |x 一 工 ， 
Jiu) = d, Cx — u) 一 px 人 一 zx) ,需要 从 上 估计 IT (zr, y) | 9 这 
g 
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ICx,x',y) = f LWA uv)S, (v,y)dudv uid 


把 对 + 的 积分 分 解 为 | … 党 十 | … +. 


4 


为 估计 || PACE filu) 中 的 两 项 ， 由 前 面 的 计算 即 得 
af Pix — y) 一 Z +c| p(X’ — y) 一 E < C'Cr GK 


是 由 于 d= |z 一 xz| <> leyl). 


RZ ee tS ed, IAE [LOA Gros, (v,y)dudv,fk 


们 应 用 引 理 6. 读者 在 作 具 体 的 计算 后 可 知 ,着 e 二 n/p 一 (x 一 1)， 
则 有 


ARTALA <c[$) m plu — z). (7.15) 


这 个 估计 代替 (7. 13) ,再 结合 (7. 14), 即 给 出 (7. 8). 

最 后 指出 如 何 从 算 子 ,的 研究 过 渡 到 Le 的 研究 .我 们 意 
ARIE LP 分 解 成 m 个 用 的 结构 的 算 子 的 和 . 以 下 说 明 如 何 实 
施 . 

由 于 我 们 曾经 给 的 引 理 6 的 第 一 个 应 用 得 知 = 7, B 0, ++ p 
B, W, KS, (apy) A 1S lm) 满足 估计 (7. 9) 

从 一 个 “ 字 ”Q, BR Bn- R Bn W ER AP BE 
拆 开 . 从 右边 开始 ARA R BR o + x, HSE. 这 就 产生 两 
项 ,包含 zt 的 项 就 不 再 拆 开 . 而 把 包含 p, 的 项 中 的 最 后 一 个 算 子 R， 
写成 形式 R, = 2 + 7, FF: 

这 个 程式 产生 rm 项 . 最 后 一 项 是 Q, B, p, B, + B,_, 0 Ban W:s 
在 对 t 积 分 以 后 就 得 到 算 子 T m 其 余 的 项 有 形式 Q, Bı R: + Bi, 
S,,l<m, XG AAR LP 一 样 的 算 子 ,所 不 同 的 是 W, 由 SS 
代替 ,而 m 由 7 一 1 二 m 代替 . 

REFRA S REW, 从 而 扩大 算 子 LY 的 族 , 并 由 对 整数 
的 归纳 推理 以 完成 证 明 . 一 个 更 细心 的 考察 指出 常数 关于 m 是 几 
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何 增长 的 . 
8. STL, 的 核 了 (zy) 的 研究 


以 下 述 典型 情形 作为 开始 ,考虑 一 个 算 子 也 一 | QAFE 
由 具有 下 列 性 质 的 算 子 人 和 A, 来 定义 . 

Q, 的 核 g(xz,y) 满足 lq.(z,y)| Se", 

F 1<j<n,19/8x,q(Cx,y) | St" | |x — y| >t, 
y) = 0. 

至 于 算 子 A ,我 们 假定 存在 一 个 常数 C。 使 算 子 A: LR 一 
LOR") 的 范 数 不 超过 Co HHK jz 一 y| >t, ACG. y) = 0. 

在 这 些 条 件 之 下 ,二 的 分 布 核 KG, y) 满足 | 

| IK (2'49) — Kerry) dy SO. (8.1) 


缘由 如 下 . 
& d= |x — x|, FHE RRA Zd |r y| s27 d EX 
的 二 进 圆 环 . Q, A, 的 核 K,(x, y) 是 


K,(x,y) = | ar wu, yau. (8. 2) 
我 们 打算 估计 
[SO], Ky) — Kay) dy F (8. 3) 
0 jait Ej t 


由 于 当 |e — y| > 2H K,(z,y) = 0, 送 有 | iK,(z',y) 一 


2 


K,(z,y) dy = 0, BRIE t > 21d. 在 后 一 种 情形 ,把 | IK ,3) 
1/2 
— K,(x,y)|dy EFEK ref, [K,Cx', y) 一 Kr) dy) . 


为 了 估算 这 后 一 个 L 范 数 ,我 们 把 问题 线性 化 ,为 此 考虑 1 = 
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| (K,(2',y) — Ki (2 3S, dy, X E Í; H E, 支撑 ， 并 且 满 足 
Ales 1. 
SHI = || ADA u DA dydu, Sp A, (u) = q,(x' ,u) 


~~ g Cru). 返回 到 算 子 则 有 工 一 CAJ; A,) ,并 且 可 以 利用 A, AY L? 
连续 性 . ME IL) SOWA WN A l< Cdt, 于 是 (8.3) 上 
估 为 det >. a id = C. 

这 个 典型 情形 业已 处 理 停 当 ,我 们 回 到 实际 情形 , 算 子 和 函数 
不 再 以 几何 上 简单 的 集合 作 支 集 ,而 是 在 无 穷 远 点 有 速 降 性 ,这 就 
引进 了 误差 项 . 另外 ,用 来 定义 久 的 困 数 %& 在 0 点 是 奇异 的 ,这 就 
迫使 利用 L? 范 数 以 代替 L 范 数 . 

除 此 之 外 ,证 明 的 结构 保持 不 变 . 像 在 前 节 一 样 , 首 先 考 虑 简 
化 算 子 

Peso Beery t= [Tant (8.4) 


保留 典型 情形 的 记号 ,我们 打算 验证 存在 一 个 指数 se 之 0 和 一 
THE Co 使 | 


I, LR, (xs) — Ra sy) (dy S C2. (8.5) 
这 个 估计 由 
1/p 
J. IR, (roy) — Rp (a sy) dy] < CR(aid)-"72-9(8. 6) 


和 Holder 不 等 式 推出 . 
为 证 明 (8. 6) ,仍旧 考虑 积分 
I, = | ce, (x.y) — Rx yN Ody, 
以 便 把 问题 线性 化 . BPS; RE; 支撑 ,并 且 满 足 ef ;| < 1 
回 到 R。 的 定义 则 得 
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r= | ice o = ba! At», dudy E. 
像 在 典型 情形 一 样 ,在 关于 上 的 积分 中 引进 一 个 分 点 .固定 一 
个 指数 Ye] 一 ,1[, 并 用 了 ;和 27”; 表示 把 0 二 t 过 oo 分别 换 成 0 一 


t<2"d Mt > 27%d 所 得 的 两 个 积分 . 
为 估计 1, MAI oL 一 L 的 连续 性 得 


AE -SAC A 
BEG e= a( 必 一 二 ,具体 的 计算 给 出 | 
| P(x — u) — f(a’ — u) |, Cd ET, (8.7) 
由 此 得 | Cd (24), D) ay" |I | < | 
i 


C S yon-n < oo, 
为 估计 H RERE ¢ Ce 一 ww) 和 内 (zx' — u) ZI 


别 .而 来 考虑 积分 
A; = ial baz — wWA Cu, y) ;Cy dudy 
B;(z 代 以 x!) 的 情形 有 同一 类 型 . 
为 估计 关于 (x,y) 的 重 积分 再 次 利用 Journé 引 理 . 这 导致 
Caf Cpl # at ru — (fl BM du. (8.8) 


HFr= (m RA Cl" x aCe) S Cm p, (a). 
A> gu) = f; x 8%, FERS EE 


| p, (u — x)g(u)du S «| p(w — x)g(u)du)'"*, 


dt 
=, 


从 而 
| | (x — u)A,(u,y)f,(y)dud y | (8. 9) 


S Co” Cn" Cp * B® fx). 
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FRIES A 2x8 S Cp, SC, ps AA RR F fA il 
p.* [Sal Cx) T. 

AEG EL aT RR BEY eB. SA Ot <2" FFA |f,} À 
E, 所 支撑 . 而 以 t+ 给 定 的 尺度 为 标准 ,EE; nA r, Mi 


(| 六 jx p(x) = I, pix — Wf dy L Cd, 


再 直接 算出 [and care RAG BE < AF j 的 级 数 
就 收 全 


9. 补充 和 注释 


在 对 巴黎 的 一 次 访问 期 间 (1980 一 1981) ,A. McIntosh 曾 提 配 . 
我 们 注意 Kato 问题 的 多 重 线 性 观点 以 及 来 自 一 维 Kato 问题 的 
和 来 自 Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 算 子 的 两 种 多 重 线性 算 子 之 间 
的 深刻 联系 . 当时 (1980 年 秋 ) 两 个 问题 都 还 没有 解决 . | 

McIntosh 向 我 们 提出 了 一 个 处 理 Colderon 的 高 阶 交换 子 ( 由 


核 v.p. ,A E LORO 定义 ) 的 新 方法 ,这 个 方 
法 显得 比 我 们 以 往 沿用 的 方法 方便 得 多 . 跟 R. Coifman 合作 ,我 
们 得 到 了 高 阶 交 换 子 的 L? 连续 性 ,并 给 出 了 算 子 范 数 的 上 估 值 
Ci A UL 二 m) AG) 是 实 值 的 或 复 值 的 . 我 们 利用 一 个 属于 
McIntosh 的 重新 赋 范 技巧 终于 证 明了 对 于 所 有 Lipschitz 曲线 由 
Cauchy 核定 义 的 算 子 的 L 连续 性 ([65j). 同一 篇 文章 还 包含 了 
一 维 Kato 猜测 的 完全 证 明 . 

PAA VTA LE IST 了 解 更 趋 深 入 .限于 一 维 情 
Bo D=- iF. M AM BRR az) € L°CR) 和 b(x) € 


LCR) oe SSR LEA AL AA ESE EL HR FL 
生 条 件 :存在 一 个 常数 人 > 0 使 得 Re a(x) =O > 0,Re (x) SSO 
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> 0. 在 这 些 条 件 之 下 AFT = BDADHERE (2. 6) ,并 且 利 用 
命题 1 可 以 定义 VT. 跟 C. Kenig 合作 ([60]) ,我 们 证 明了 VT 
= J(A,B)D, 这 里 J(4,B) Æ L (R) 到 其 自身 上 的 一 个 同 构 . 

若 A = B, 那 么 J(4,B) Æ Lipschitz 图 象 上 的 Cauchy 算 子 ， 
该 图 象 的 参数 表示 由 1/a(t) (t € RD 的 原 函 数 给 定 . 

ima B= TI, VT 是 Kato +. 

因此 ,增生 微分 算 子 和 Lipschitz 曲线 上 的 Cauchy 算 子 属于 
同一 族 . 从 某 种 意义 上 说 来 ,这 一 观点 由 本 章 我 们 说 用 的 推理 步 又 
所 证 实 , 属 于 J.L. Journé 的 这 个 推理 步骤 把 Kato 算 子 跟 一 个 奇 
异 积分 算 子 沟通 起 来 . 

我 们 指出 在 跟 定理 2 同样 的 限制 条 件 下 , Kato 问题 还 有 男 外 
两 种 解法 (162] 和 [105]). 
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第 15 章 Lipschitz 区 域内 的 位 势 理论 


1. 引 


Lilt 


Calderon 以 探讨 边界 不 规则 的 区 域内 的 椭圆 型 偏 微分 方程 为 
动机 而 实施 其 研究 计划 . Calderon 方法 的 本 质 在 于 用 边界 上 的 伪 
微分 方程 代替 内 部 的 偏 微分 方程 . 位 是 如 果 边 界 仅仅 是 Lipschitz 
的 ,这 个 方程 改变 性 质 ;其 中 出 现 的 不 再 是 擅 微 分 算 子 ,而 是 我 们 
在 第 9 章 介绍 过 的 新 的 算 子 . 

当 Calderon 执行 这 个 计划 时 ,两 个 困难 摆 在 面前 . 首先 ,就 连 
不 得 不 使 用 的 算 子 的 存在 性 就 成 为 问题 . RE RA Ae 
构造 了 这 些 算 子 ,进而 就 必须 求解 在 边界 上 写 出 的 方程 . 为 解 这 个 
方程 , 求 一 个 算 子 的 道 从 而 建立 一 个 象征 算法 不 失 为 恰当 之 举 . 而 
象征 算法 的 缺少 在 第 OSS ARF ,并且 正 是 Calderon 计划 的 
第 二 个 困难 所 在 . 

我 们 要 考察 一 个 可 以 回溯 到 Poincaré, Neumann 和 Hilbert 的 
历史 问题 ,以 此 说 明 这 些 注释 . 该 问题 涉及 用 双 层 位 势 方 法 解 
Re} 内 的 一 个 区 域 介 内 的 Dirichlet 以 及 Neumann 问题 . 

当 是 一 个 正则 有 界 区 域 时 .出 现在 Calderon 方法 中 的 算 子 
是 经 典 的 伪 微 分 算 子 ;这 也 是 奇异 积分 算 子 ,其 核 正 是 由 “ 双 层 位 
势 ” 提 供 . 

在 经 由 Calderon 方法 化 妇 以 后 ,求解 Dirichlet 或 Neumann 
问题 就 简化 为 一 个 求 作用 在 边界 上 的 形 如 à 5 + KA FAI EN 


问题 . SRE AY PR EU IAE L’(aN,do),; 这 里 do 是 站 的 边界 30 上 
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HS EH EU UN 

4 2 是 一 个 (对 某 个 0,C' KA) 正则 有 界 开 集 时 , 算 子 
K,1?(40,do) > L (OR, do) 是 紧 的 并 且 Fredholm 理论 ( 正 是 为 这 
个 应 用 而 被 发 现 ) 允许 求 +K H. 

当 2 仅 是 CC! 类 的 ,主要 的 困难 是 证 明 在 参 有 照 空 间 LOR, do) 
上 天 的 连续 性 .这 个 连续 性 被 证 明之 后 (CA. Calderon, 1977), 
Fabes, Jodeit 和 Riviere ([L104]) 注 意 到 算 子 天 还 是 紧 的 ,这 就 允 
许 像 在 正则 情形 一 样 结束 讨论 . 不 过 下 不 再 是 经 典 的 伪 微 分 算 
子 . 

最 后 车 2 是 一 个 Lipschitz 有 界 开 集 , K 的 连续 性 于 1981 年 
在 [565] 中 被 证 明 . 这 由 第 9 章 的 结果 推导 出 来 . 不 过 算 子 天 不 再 是 
紧 的 . G. Verchota 克服 了 这 个 本 质 性 困难 . 他 幸运 地 利用 属于 
Jerison 和 Kenig 〈[136]) 的 能 量 不 等 式 证 明了 过 +K ÆA. 

在 细心 地 陈述 由 Verchota 得 到 的 结果 之 后 ,我们 限于 考察 下 
列 特殊 情形 ,0 是 位 于 一 个 Lipschitz 图 象 上 方 的 开 集 ,并 给 出 一 
个 完整 的 证 明 . 

为 处 理 一 般 情形 所 进行 的 修改 是 相当 精巧 的 ,不 过 并 不 需要 
新 的 思想 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 Verchota 的 论文 (L232]). 


2. 结果 的 陈述 


以 下 一 直 设 OCR" 是 一 个 有 界 凸 开 集 . 我 们 说 2 是 一 个 
Lipschitz 开 集 ,如 果 下 述 条 件 满 足 . 一 方面 ,2 的 边界 90 仅 包含 有 
限 个 连通 分 支 . 另 一 方面 ,对 于 所 有 ro € 3a02, 可 以 找到 一 个 标准 正 
ZARR Ala), (zo) 是 其 原点 ,还 有 两 个 正 数 se 和 7 和 一 个 
Lipschitz 函数 p: R" > R, EB 4A = S(ZA(r),e,7) 表示 由 


V 好 十 … 十 妇 委 se 和 一 ?7 委 i 魏 7 定义 的 截 圆 柱 时 ,有 
318 


E NN = (x= Cairn) la | Ke FE pa) < rn K 7) 
(2,1) 
以 及 
E N IN = {x = (T sr); |x’ | <e HH xis = pCx") }. 


(2.2) 
AERIS T = (aye a) |X = Va 十 … + ri. 

由 于 3 是 一 个 紧 集 ,只 需 入 个 方才 描述 的 类 型 的 圆柱 &,, 
ee, Ex 就 可 得 到 由 相应 的 开 圆 柱 组 成 的 3 0 的 一 个 覆盖 . 

为 处 理 在 2 的 边界 32 上 的 局 部 问题 ,只 需 在 这 些 截 圆柱 之 
一 的 内 部 进行 讨论 . 于 是 固定 一 个 标准 正 交 系统 ,起 掉 & 带 来 的 限 
制 ,并 假定 人 2 整个 地 由 Lat) > Px") ,x € IR" Lati € REX, m p 
整体 地 满足 Lipschitz 条 件 , 即 | Vell. <s M,M 是 一 个 有 限 常 
数 . 在 这 种 情形 ,固定 另 一 常数 M' > M ,并 在 每 一 边界 点 € WN 
缚 住 一 个 非 切 向 的 内 接 锥 人 (x), 它 完 全 位 于 人 的 内 部 并 由 下 式 定 
À dar 一 Tan > M'ly 一 x'|. 从 几何 的 观点 看 ,这 个 锥 “存在 的 
理由 ”是 下 述 事 实 , 存 在 一 个 常数 6 二 0, 使 得 y ET) AIN 
距离 不 小 于 $ly 一 x]. 4 y BETO) 内 趋 近 于 x 时 ,y“ 相 对 远 
离 ” 边 界 上 的 其 他 的 点 . 

在 有 界 Lipschitz 开 集 的 情形 , 非 切 向 内 接 锥 变 成 截 锥 , 记 之 
Hr), r E 9390. 它们 有 一 个 一 致 的 张 角 a 二 0, 一 致 的 高 度 r 二 
0, 而 从 几何 观点 看 ,它们 的 "存在 理由 ” 跟 无 界 的 情形 一 样 . 

这 些 裁 锥 的 构造 在 [232j 中 被 细致 地 描述 ,建议 读者 参考 这 
一 文献 . 这 个 构造 的 细节 在 下 文中 不 起 任何 作用 . 

今 回 到 Dirichlet 问题 , 即 计 算 一 个 已 知 “ 边 值 ” 的 8 内 的 调和 
次 数 . 先 回忆 一 下 ,所 谓 w 在 2 内 是 调和 的 ,如 果 Au 一 0, 这 里 A= 
Fo Z 
Ox? Axe 

我 们 打算 解 Dirichlet 问题 ,已 知 边界 数据 ga) BF LOR, 
do) ,这 里 do 是 边界 上 的 表面 积 测度 . 可 以 想象 这 个 问题 没有 任何 
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意义 ,因为 一 方面 g(x) (LEON 上 几乎 处 处 有 定义 , 另 一 方面 为 确 
RE O AAMAR “仅仅 知道 在 边界 N 上 的 几乎 所 有 点 的 非 切 
向 极限 是 不 够 的 . 这 个 困难 在 正则 情形 同样 出 现 . 请 看 反例 . 设 o 
= (人 (zh ER ja, DO). G ulr) = ulr, Za) 一 
zz 十 xD 和 .那么 zx 在 2 内 调和 ,并 且 除 过 一 0 外 ,处 
处 有 u(x’,0) = O. 

为 排除 Dirichlet 问题 的 这 种 病态 解 , 只 需 引 进 一 个 安全 类 ， 
它 类 似 于 在 Lebesgue 控制 收敛 定理 中 出 现 的 函数 类 . 这 个 类 由 0 
内 这 样 的 调和 函数 x 组 成 ,其 相应 于 非 切 阿 通 近 的 极 大 晃 数 
u` (r) BF L'(N.do). 

也 就 是 说 如 下 定义 267 (0) 


定义 1 设 u 是 内 的 一 个 调和 王 数 .我 们 说 x € A7 (0), 4 
果 w* (x) € 2(30;do) ,其 中 
u* (x) 一 sup luly) |. (2. 3) 


2S EE CO) ARR RF EE E SC SE U7] PE) HE. 

现在 来 描述 迹 算 子 ”909.22(0) > (90; do). 4AM RR u 
连续 延 拓 到 边界 时 ,显然 2 可 定义 为 xE 如 (0) 在 32 上 的 通常 限 
制 . 在 一 般 情形 , 若 在 x € 90,4 y E€ ra), y— x Ef lim uly) 存 
在 ,我 们 就 说 x 在 TE 38 具有 非 切 向 极限 . Au ET (02) ,那么 
当 9 赋予 表面 积 测度 do 时 ,对 几乎 所 有 的 TE€ 90,u(y) 具 有 一 个 
非 切 向 极限 IEZA ulr). 这 样 定义 的 函数 属于 OL? (302,4o), 并 且 
另 一 些 非 切身 截 锥 的 选取 ,在 几乎 所 有 的 xzE 3a02, 引 导出 同一 个 
迹 . 

HSE, MAF O27 (D > L’ (AQ, do) 是 这 两 个 空间 之 间 的 
一 个 同 构 . 属于 B. Dahlberg 的 这 个 定理 建立 在 a2 上 的 调和 测度 
和 表面 积 测度 等 价 的 基础 之 上 (5811 和 [182 了 ). 
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Dahlerg 定理 理论 上 解决 了 下 列 Dirichlet 问题 ;对 一 个 给 定 
在 上:(302,do) PRY AR g Tu € M ,使 得 0(u) = g. 

我 们 打算 经 由 另 一 途径 处 理 这 同一 Dirichlet 问题 ,并 且 提 供 
一 个 求解 算法 . 

为 了 提出 Neumann 问题 ,引进 空间 27 (0), CRRA 2 
内 的 调和 函数 组 成 ,x 使 得 v(x) = sup |\Vulg) | BL’ Can, 
do). 那么 当 y Er), sF 时 梯度 July) 的 非 切 向 极限 对 
几乎 所 有 的 x € 3Q( 赋 予 测度 do) 存在 . 

求解 Neumann 问题 意味 着 ,对 给 定 在 (9302,do) PH) gk 
一 个 函数 zx € AI , E AOC il do) LIL FE Sh ah ES = 


g. AR x € AQ n(x) 表示 30 在 + 的 法 同 量 ,对 几乎 所 有 的 x € 
QE FE FFAS 


Sr) = lim  VuCy) + n(x). (2. 4) 


为 陈述 本 章 主要 结果 ,现在 必须 引进 双 层 位 势 . 它 以 下 列 方式 
构造 .从 Laplace 算 子 À ERY 内 的 基本 解 一 G = De, 
出 发 ;w, HER SC CRT 的 表面 积 .这 个 基本 解 允 许 计 算 由 电 
荷 分 布 产生 的 电位 势 . 一 个 双 层 分 布 是 一 个 由 90 支撑 的 分 布 S， 
它 由 

(S,g) =— |, f(y) Eday) 


对 检验 函数 g € DOR") 定义 .其 中 f(y) € (302,do) 是 一 个 给 
定 的 密度 . 

aQ 上 密度 为 PAROS cre 人 2 产生 的 位 势 是 

H f(x) = |. ome T ZZR) F(yydoly). (2.5) 

若 uw 和 wv 是 在 一 个 正则 有 界 开 集 人 Q 内 调和 的 两 个 函数 ,并 设 
Al v ZED AOS RAE C 类 的 ,Green 公式 (在 第 5 节 我 们 将 验证 应 
用 它 的 合理 性 ?告诉 我 们 
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Ov du 
pez-o% do = Q. 


对 于 vy) =- Gog lz 一 ?| 和 挖 去 一 个 中 心 在 z 
半径 为 。 的 球 的 O 应 用 这 个 注释 (在 令 * 趋向 于 0 过 渡 到 极限 之 
后 ) 得 到 


u(x) = Aux) + 


Ju 
spl Jz — y "MS Cy doy). 


(2. 6) 

这 个 等 式 表明 SO ule) Æ u WP EE. MES ul) 
等 于 1, 则 得 (1) = 1. 

由 构造 可 知 当 了 属于 (30,do) 时 ,Hf(z) 是 0 内 的 一 个 调 
MRAR. 此 后 我 们 将 限于 属于 上 (20,qo) 的 情形 ,后 面 将 验证 这 
种 选取 的 合理 性 . M SE F L'(a0,do) hf, f(x) BF CCM 3X 
件 事 丝毫 不 是 显然 的 . 正 是 为 了 证 明 这 一 结果 ，A. Calderon 才 筹 
” 划 了 由 广义 奇异 积分 所 定义 的 算 子 的 深入 研究 . 

Bf . 的 性 质 由 下 列 定理 描述 . 


定理 1 设 人 是 一 个 Lipschitz 区 域 .那么 由 双 层 位 势 定 义 的 
BF OC ALON, do) BI (2) 内 是 连续 的 . 另外 ,对 所 有 函数 上 
E (90,do), 对 几乎 所 有 的 XE 322( 赋 子 测度 do ) 有 


lim f(y) = (3 十 K| fœ, (2.7) 


€ Pax) syed 


其 中 
Kf(x) = 二 limf a O — x) en(y)ly — rx| Sf Cy)doly). 


(2. 8) 
FT KARMELON; do) LÉ, HHEH -TERE 32 上 
计算 的 奇异 积分 定义 . 这 个 奇异 积分 对 几乎 所 有 的 zx € 30( 总 是 
RAP Ze ti FR al BE do) 存在 . 
322 


Dirichlet 问题 的 解 则 由 下 列 定 理 提 供 . 


定理 2 仍 假设 2 是 一 个 Lipschitz 区 域 . 那么 “边界 ” 算 子 
5 + K:L(N;do) -> 712030;do) 


是 一 个 同 构 . 车 g 属 于 (a0;do) ,调和 函数 v 一 A| +K) 5 
是 下 列 Dirichlet 问题 的 唯一 解 : 
Au=0 在 人 内 ,uw* € L?'(a9,do), (2.9) 
FF A. 
glr) = <i u(y) 对 do- JLE ATA x. (2. 10) 


为 处 理 Neumann 问题 , 设 天 * :7L2z(a0,dc) > LOQ, do) 是 算 
子 K 的 伴随 算 子 . 把 满足 去 一 天 "| 广 =0 和 | À de 一 1 的 
LON, do) 的 唯一 函数 记 作 fo. FAL (AQ, do) RIR L’ OR, do) 的 由 
积分 为 零 的 图 数组 成 的 子 空间 . 

单 层 位 势 算 子 S:12(a0,dc) > 2D 由 下 式 定 义 


— __ 1 —. 一 并 十 卫 
Sf(x) = a wl gl — yf Onde). (2.1) 


沿用 这 些 记 号 ,我 们 有 


定理 3 设 人 0 是 一 个 Lipschitz KIR. IA XHA A S € 
L(A, do) ,u = SCA 属于 AO). 


BH SES — K'ONA, do) 一 LON, do) 是 一 个 同 构 ， 


最 后 ,对 于 所 有 函数 g E LON, do),u = — s| 4K: | g 


是 下 列 Neumann 问题 的 唯一 解 
Au 二 0 在 QQ 内 并 且 (Vw)* € (30,do)， (2.12) 
Mg YE 3N E do- 几乎 处 处 ,并 且 |foao = 0. (2.13) 
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几 个 解释 是 必要 的 . 
我 们 已 经 知道 CO) = 1. 由 此 推 知 ,对 所 有 函数 ELO, 
da) 光一 | 言 一 开 | 7 积分 必然 为 零 . 虽然 | 去 一 天 "| 不 是 
L’(aQ,do) 到 目 身 上 的 一 个 同 构 , 但 幸好 它 是 Li (aN, do) 到 自身 
上 的 一 个 同 构 . 

在 (2. 13) 中 ,学 一 g do 几乎 处 处 显然 意味 着 对 几乎 所 有 


M x E 00,4 y Era), y 趋同 于 x 时 ,g(rz) 是 Vu(y) - n(x) W 
非 切 癌 极 限 . 

再 者 ,条 件 | ufedo = ORT u = Sh) Fa [ado — 0. 事实 上 ， 
SP) 是 一 个 常数 ,而 由 于 S;L?(302,do) > LN, do) 是 自 伴 的 ， 
显然 有 | u fido = | SG fudo = | AsCo)aa =c | da = 0. 

Rie, @« ftv RF AMD, H Green 公式 得 
| [uZ — 0%) do = 0. 在 Lipschitz 边界 情形 ,这 里 需要 一 个 极 


té an — vV Wn 
限 过 渡 J ER. ev 二 1, 则 知 对 x € GD 有 | san 一 0. 
为 了 Neumann 问题 有 一 个 解 ,条 件 g E L2(30;do) 显然 是 必要 
的 . 


3. 双 层 位 势 的 几乎 处 处 存在 性 


我 们 决定 置 于 下 列 情况 之 下 ,0 整体 地 由 1 之 gar) € Rox 
E V 定义 ,Pp 在 整个 有 R* 上 是 Lipschitz 的 , 它 取 实 值 并 且 满 足 
| Vela SM< œ. ABD ROUILLE, HV RAR PR" >R 
的 图 象 . 最 后 RIER! RAAI E X = (2,0 RY = Cyss),x 
ERKyEGR ttERS ER. 
将 在 这 个 框架 中 证 明定 理 1,2 和 3. 这 时 定理 3 中 应 该 用 
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LV ,do) 代替 Li(V do) (因为 函数 1 不 是 平方 可 积 的 ). 函数 在 
LCV ,do) 中 也 不 存在 . 

适应 有 界 情形 的 必要 修改 是 很 巧妙 的 ,但 仅 是 技术 性 的 ,因此 
建议 有 兴趣 的 读者 参考 [232]. 

第 一 个 注释 是 有 关 双 层 位 势 的 写法 的 . À x E V,y EV, 则 


Oe de) = K(g;zr, ydy, (3. 1) 


其 中 | | 
KGEN = à = DETTE DUAL 
| (3. 2) 
我 们 用 NY) 表示 VV 在 了 的 指 辣 2 的 外 部 的 即 指 向 下 方 的 单位 法 
向 量 . | 
采用 这 些 记 号 ,定理 1 的 类 似 结果 陈述 如 下 . 


定理 4 XERA SE LR dr), 极限 
lim K(g;x, wf (ydy = T,(f) (x) (3. 3) 


EOJ 'r—-yl>e 


几乎 处 处 存在 ,并 且 如 此 定义 的 算 子 7 在 LC(R") 上 有 界 . 
这 个 算 子 了 将 称 为 双 层 位 势 的 奇异 部 分 . 


我 们 知道 (第 7 章 ) 为 证 明 这 一 结果 , 只 需 确立 当 上 了 属于 
Schwarz 类 CR") 时 极限 的 存在 性 ,并 且 证 明 存 在 一 个 常数 C ， 
BES 
Ti (A) (x) = supl | ne Kg Say | (3. 4) 


则 有 
ITs AW. SCHI (3.5) 
从 确立 当 了 属于 SCS) 时 极限 (3.3) 的 存在 性 开始 . 为 此 利 
用 下 列 引 理 . 
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引 理 1 一 个 Lipschitz 图 数 下 :有 "一 及 是 几乎 处 处 可 微 的 :对 
几乎 所 有 的 x E€ R'ÆA 
lim, [iyl CE + y) — F(x) — y+ VE(x)) 一 0. 


在 本 章 附 录 里 ,我 们 将 回忆 这 个 经 典 结果 的 证 明 . 

第 二 个 引 理 允许 我 们 对 天 (2p;z,y) 进行 分 部 积分 并 以 此 消除 
其 奇异 性 .用 4G)， 一 ce ro, RRQ + PSP? 的 奇 
FRE, RITE 


a BORDA TB E , À J  Scbwarz EY CR") 
lim K(g;x, y) fody (3.6) 


= 一 | vi a2 O, EPSE] dy 


(3. 6) 的 右 端 是 一 个 绝对 收敛 积分 . 
为 证 明 (3.6) ,固定 x 并 对 


|， ati Sr À [Se ££) | dy 


; la — y| |£ 一 
应 用 Green AR 散 度 是 对 变量 > 计算 的 ,并 且 事 实 上 有 


"i Ty {Ae — Wy) | _ - 
di jz yr ly | Kpy). 


(3. 6) 的 证 明 要 点 在 于 这 里 Green 公式 中 出 现 的 曲面 积分 随 e 趋 
向 于 0. 事实 上 ,这 个 曲面 积分 不 计 符 号 是 


I(e) = | f(x + val PE oe — cn dow). 
sal | 


其 中 doo) 是 单位 球 ST 上 的 面积 测度 . 
由 于 9 在 zx 可 微 , 应 和 控制 收 仇 定理 得 lim IC) = 
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f(z)[ AG + Vee) dow). 为 得 结论 ,只 需 注意 4 是 奇 函 数 . 反 
AT EE SA PA PR E G BP flim Ce) = 0. 
关于 极 大 算 子 T; 的 估计 (3. 5) 来 自 Calderon-Zygmund 算 子 


的 一 般 理论 . 不 过 由 于 核 不 具有 第 7 章 的 假设 中 要 求 的 关于 y 的 
正则 性 ,我 们 还 应 作者 干 推演 . 


作为 开始 , E Kry) 分 解 为 KG) + D KG, 


yD)op(y)7ayi， 其 中 


K(x,y) = APTE + CO TER» 


_ Xj Di 
K;(x,y) p GE: — y|? 十 (x) __ Oy) )? At? 


由 于 算 子 作用 在 函数 Se LR) 上 ,我们 可 以 把 属于 L 的 
因子 归并 到 了 里 ,这 就 把 问题 化 归 到 由 奇异 核 v.p. KA v.p K; 
定义 的 算 子 了 和 人 

这 样 就 宜 于 利用 前 几 章 的 结果 . 一 方面 ,第 9 章 定 理 11 提供 
作为 基础 的 LD fit 从 而 我 们 的 算 子 T),0 K 7 an, Æ 
Calderon-Zygmund 算 子 . 另 一 方面 ,第 7 章 的 理论 提供 相应 极 大 算 
子 的 连续 性 . 

为 使 定理 4 提供 定理 1 中 所 陈述 的 结果 , 宜 比 较 由 主 值 定 义 
的 极限 和 由 非 切 向 逼近 提供 的 极限 ， 

为 此 利用 下 列 注释 . 


引 理 3 采用 前 述 记 号 anon , 则 有 


| t — ply) — ays w 


"(ly 一 xj“ 十 (gy) — t)* an f(y)dy = 7 (3.7) 


Qor). V f(y) à PO) Tt dy 
yo al" \ [y — xl 
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x sign (4 — gr) Yf (x) 一 R 


为 证 明 这 一 结果 ,重新 进行 引 理 2 中 的 计算 . 即 从 下 列 等 式 出 
div 


EEE 5 ly — z| | 
BO) i CT x) + VEO) 
(ly — xl + (ely) 一 ty?) TDZ? 


再 据 此 组 合 引 理 中 的 两 个 积分 便 得 
SEOS , — y y) —t 
re 一 die (a(S at | ay 
根据 Green 公式 , 它 变 为 
Ite) 一 ef Le f(y)A | DE daly). (3. 8) 
仍 用 控制 收敛 定理 计算 lim IC). 预先 把 两 面积 分 化 到 单位 球 ST 


上 比较 方便 . 注意 到 ACE oo) =H Fa 十 eedt, 以 及 


ww | a 4 £2) -m/e 一 Jo, BA lim (e) = Fa, sign (gx) — 


t). 

我 们 回 到 定理 1. 我们 打算 首先 利用 由 (3. 3) 给 出 的 算 子 天 的 
定义 并 证 明 (2.7). 然后 指出 为 什么 算 子 天 也 可 由 (2. 8) 计算 .应 
该 注意 到 ,在 (2.8) 中 ,根据 我 们 的 新 记号 ,|y — x] Se HR |y 
一 工 + (Cy) — gr) Se’. 

为 确立 (2.7) ,我 们 沿用 习惯 的 格式 . 当 上 了 属于 Schwarz 类 
ACR") 时 验证 这 个 等 式 , 再 对 相应 极 大 算 子 证 明 一 个 估计 . 

FED eA eH GB —- TAM a > MS | Vel. Aa) = 
{ (x,t) 3t — Play) > a|r — r|) EX. 

用 F(z,z) 表示 (3.7) 的 左 端 . 我 们 有 下 (zi = — 0, f(x, 
t). Sit B24 rt) E rlr), (xt) 趋向 于 (xo,9(x0)) Kf FCx, 0) 
的 极限 . 
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在 (3.7) 右 端的 积分 中 作 变 量 替 换 y 一 x 二 wx 一 zo, 它 便 写成 
| Cu — 2o) VI Cu + x — x) pu + xe =~ zx) — t) Ju. 


|z — xl” ju — £o | 


À 


(3.9) 
由 于 SBF SCR") ,并 且 可 限制 |z 一 zol 委 1, 可 用 Lebesgue 
控制 收敛 定理 计算 当 z 趋 向 于 zt 趋向 于 扣 时 (3.9) 的 极限 .我 们 


(u — Xp) ° V f(u) gu) — Lo . RES 
得 到 极限 | MR EE du. 这 里 非 切 向 通 近 
不 起 任何 作用 . 

反之 , 源 于 非 切 向 通 近 的 几何 事实 在 极 大 估计 的 证 明 中 是 本 
质 的 . 

AF (r) 一 sup IF(z,t)|, 今 证 存在 一 个 常数 C, 使 对 所 
有 函数 € L(V ,do) 有 

[IF Gr) <CI fle (3, 10) 


E BRT Z K.p; x, y) 如 下 : 当 |z—y| >eE, K. p;x, y) = 
K(¢;2,7), E,K (Pz, y) = 0, E E 一 ZL 一 Lo) jf A (x,t) € 
(29) 则 有 


t— y) — (x — y) eV ) 
人 一 K.P; Lo y) + R: Co; T, y) 


(3. 11) 
对 某 一 常数 C = C(M ,@) 有 , 当 1zo 一 yl Self |R Cor | < 
Ce", 24 |ro — y! > ef |R (rory) | S Cela, — yl". 
考虑 到 上 — pro) Salx — r| I IPO) — pro) | < Miy— 
zo1,0 过 M <a, (3.11) 的 证 明 是 一 个 简单 的 几何 练习 ， 
此 外 ， 


fla si [SO dy SO), 
这 里 f* (xo) 是 的 Hardy 和 Littlewood AYR A PAR. HA 


F, SK. f(a) + CH’ (x). (3.12) 
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其 中 天 .jz) = sup | K(p:x,Y)f(y)dy|. 

不 等 式 (3. 12) 跟 第 7 章 的 结果 一 致 . 为 得 结论 . 把 由 核 天 (9; 
zyy) 定义 的 算 子 分 解 为 十 1 个 Calderon-Zygmund 算 子 ,其 前 置 
有 由 LO CR") 的 函数 定义 的 ”个 乘法 算 子 . 由 此 和 得当/ ELH, 
K SRP US BEB). 最 后 , 当 f 属 于 L 时 相应 于 双 层 位 势 
的 非 切 向 最 大 函数 ,同样 属于 L. 

为 结束 定理 1 的 证 明 , 今 考察 由 (2.8) 定义 的 主 值 算 子 和 由 
(3. 3) 给 定 的 主 值 算 子 差别 何在 . A SX = (zx,9(7X)),Y = (y, 
Ky) ,在 (2.8) PLINY) 代替 nly), 考虑 差 


— Y — X) + NY) 
Af (x) = | 1Y — X| f(yday) 


一 | KK(p;x,y)f (y)dy 
= | Y — X) + NY) 
R(e) |Y — X|! 
其 中 R) À [x — y| SKEUR — yl + Ca) — Oy)?" > 
e jE X. HD, y B T RO 时 ,jz 一 ?| 之 (十 Ms, 而且 
|Æ — X) .NCOY)|IY — X| Ce". Ree) 的 体积 正好 是 ce, 
由 此 推 知 AS) SCF (az), RE a fH Hardy 和 
Littlewood 极 大 函数 . 为 证 明 当 了 属于 LOR 时 , 几乎 处 处 有 
lim Af(x) = 0, 只 需 对 属于 COR") 的 了 上 进行 这 个 验证 . 最 终归 结 

为 证 明 


| (了 — X). N(Y) 
dodro IY — Xi" 
作为 开始 我 们 注意 函数 NI7) = NOPO AT L R). A 
而 几乎 所 有 的 点 x € R" 是 这 个 函数 的 Lebesgue 点 . 即 
af INCY) 一 NCX) |dy 随 e 趋 向 于 0. 由 于 在 “ 环 ”R(Ce) 上 
ex l[Y—X/|<(14+ M) e EL, Rt NY) 的 所 有 Lebesgue 点 ,可 
用 N(X) RË NO). 再 注意 在 2 的 所 有 可 微 点 7, 
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da(Y) = 0. 


。 Y -一 X ` i —n—] 
lim) Foe) = 0. 这 是 由 于 YIY|-"! 是 奇 函数 ,并 


AS oF x Wh ADK Re) 本 质 上 关于 XX 是 对 称 的 (在 RE) 
和 其 对 称 集 之 间 的 对 称 差 的 体积 是 oC(e")). 这 个 计算 的 细节 是 简 
单 的 并 留 给 读者 . 

定理 1 VENA SEH. 

在 证 明定 理 2 之 前 ,我 们 先 对 单 层 位 势 的 梯度 确立 定理 1 的 
类 似 定理 . 所 用 方法 跟 本 节 的 相同 . 


4. 单 层 位 势 及 其 梯度 


沿用 前 节 记 号 BPR RICE X = (xs) r E R" tE R, m 
V CIR" ERK Gk" 一 民 的 图 象 ,2 是 整体 Lipschitz 的 , 即 满足 
I Vel -o SM< cc. 最 后 az 是 了 上 的 面积 测度 . 

若 n 宇 3, 由 ff € L(V ,do) 产生 的 单 层 位 势 在 展 "+ \V 中 由 下 


SF) =- oe | [RX YI-"f(Y do(Y). (4.1) 


( 
这 可 人 简单 地 看 成 作为 Laplace 的 基本 解 的 函数 一 Go Da, 


TI 和 表面 积 测度 fdo 的 卷 积 ,fdo 是 问题 中 的 单 层 位 势 分 
布 . 
FE 3 An = 2) 情形 , 当 f 是 L(V do) 的 任 一 函数 时 ,这 个 积 
分 在 无 穷 远 可 能 发 散 . 为 使 它 收 剑 , 只 需 固定 一 个 不 属于 了 的 点 
Xo 并 系统 地 把 核 |X 一 了 了 |- Hm |X 一 了 一 |X。 一 
xj- 事实 上 ,我们 关心 的 只 是 Sf 的 导数 ,因而 X 的 选取 无 关 
E X= (x,t) 不 属于 V,Sf 在 XX 的 梯度 可 由 在 积分 号 下 求 导 
来 计算 ,并 得 到 
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vySf(X) 一 工 fy)doy). (4, 2) 


w,, 


X 一 了 
wo 
当 X 趋 近 于 VV 时 将 会 发 生 什 么 ?在 下 一 定理 中 ,我 们 不 再 突出 V 
EF BFA A. 对 所 有 (zo,9《xo)) EV, AT, (zo) 表示 分 别 由 上 一 
xs) > alx — r |a > M AE) Flt pgr) <— a|r — r| 
义 的 两 个 锥 .我 们 致力 于 确定 当 和 分 别 属于 D, Co) RT- (x) 时 
而 趋向 于 X, = (ry Plx,)) 时 VSSCX) 的 极限 . | 


定理 5 WRT LV de), RAH X ET, (x) 并 且 趋 辣 
F Xo = o Kr) IF VSS) 有 一 个 极限 .这 个 极限 由 下 式 给 定 


l 1 Xo — Y 
FFION) +Z yP- Le yy fY )do(Y). 


(4. 3) 
其 中 和 NN(X。) 是 了 在 XX, 的 指向 下 方 的 单位 法 向 量 . 最 后 极 大 算 子 
Sup |VSf(X)| ELV do) EAR. 


正如 前 节 一 样 ,我 们 把 定理 5 的 证 明 分 成 两 部 分 . À a © 
了 属于 VOR) 的 一 个 适当 秽 密 向 量子 空间 时, 非 切 向 极限 和 主 
值 的 存在 性 . 为 从 特 吻 水 数 了 EE 过渡 到 一 般 函 数 , 进 而 宜 对 相应 
于 问题 的 极 大 算 子 证 明 一 个 L 估计 .但 是 这 第 二 步 和 前 节 我 们 发 
展 的 第 二 步 是 一 样 的 . 因此 我 们 要 集中 注意 力 到 第 一 个 验证 ,并 年 
SCE, 

一 切 跟前 节 一 样 , 问题 在 于 进行 分 部 积分 以 消除 核 (X 一 
PIX 一 Y 了 |"! 的 奇异 性 .不 过 首先 对 这 个 核 进 行者 干 变换 较为 
HE. 且 看 如 何 变换 . 

Sola) = 0 +IVA e FPR F EXE X = Cr, 
p(x)) EV 的 切 向 量 

T (CX) = (w(x),0,0,-,0,w(x)3p/dr;) 

T,(X) = (0, w(x), 0,,0,w(xr)dp/a9x;) 
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TCX) = (0, 0, Oee, o Cz) wT) dp/ar, ) 
以 及 由 
NO = | wlx) P ue olz) F, — oz)| 
定义 的 单位 法 向 量 . 这 些 向 量 的 长 度 在 (1 +M A ZE, # 
是 行列 式 det (Tise, Tn N) 取 值 (一 1"Cw《x))"” .这 个 行列 式 
的 模 超 过 (1 + MOO PY, ABT TN) MEET 
LCR"). | 
用 (Ty RES A N) 表示 (了 人) 的 对 偶 基 . 那么 所 有 
HHE ZER 可 表示 成 
Z=(Z°T,)) Ti + + (2+ TOOT: + (Z .NN. (4.4) 
X —Y 


ET oe T; JET Le CR). FRG. HF Z = -Y pri 
oy X — Y | X —Y 
N ST = + 六 和 E L | 
& K(X,Y) = xX YP N(Y) #0 K,(X,Y) = XYP 


TOA <j<n), P@BPABERNA 

oye — > K,(X.Y)T," Y) + R(X,Y) NC). 

(4.5) 

由 了 7 OY) NOT) 定义 的 逐 点 乘法 算 子 在 VR) 上 是 没有 妨碍 
的 ,这 是 由 于 有 关 的 向 量 属 于 ZL” (RD 

我 们 要 解决 的 收敛 性 问题 这 就 妇 结 为 有 关 核 K,CX,Y) 或 
K(X,Y) 的 相应 问题 . 但 这 些 核 具 有 比 原 来 的 核 更 简单 的 结构 , 事 
实 上 我 们 有 

1 


TN — 9 —n+1` 
w, K(X Ydo Y) = (IX Ydy 


以 及 


4 — 1 PO) — x y) VPO) 
wo, K(X,Y)do(Y) = Gx — yl + @— yy) "FTA 
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| RK. YF doy) 的 非 切 向 收敛 问题 可 由 定理 1 解决 . 剩 下 


的 是 处 理 | K,(X,Y)f(Y)ydo(Y). 由 于 XX 不 属于 V, 当 了 属于 


Schwarz 类 HOR") 时 可 进行 分 部 积分 并 得 到 
wf KX YF dee) = LE [ix vi as, 
(4. 6) 
其 中 Y= (y,¢y)) € Vom X & V. 
若 X = (x,t) 趋 问 于 Xo -一 (To CT) ) (4. 6) 右 端 的 极限 可 
在 实行 变量 替换 y 一 zz 一 x 一 zo 之 后 利用 Lebesgue 控制 收敛 定理 
进行 计算 . 非 切 向 收敛 不 起 任何 作用 ,而 计算 类 似 于 前 节 曾 实行 过 
的 . 这 就 得 到 
1 


n— 1 


| lro — yl? + (gra) — Ayy) renal dy. 


(4. 7) 
此 时 假定 8 在 ze 可 微 ,并 进行 一 个 反问 的 分 部 积分 ,预先 在 


4.7) 中 把 | . … ay Beit | dy. 这 意味 着 利用 Green À 


式 , 在 作 完 类 似 于 前 节 的 计算 之 后 终 得 
Los — di + (GO) — Hxo)) AP/Ay; 
v- p | [zo — y| + (Ha) 一 Py)? et” 
这 个 项 正 是 对 出 现在 定理 5 的 主 值 的 贡献 之 一 . 
出 现在 (4. 3) 中 的 跳跃 项 源 于 天 (X,Y), 即 源 于 依靠 定理 1 已 
经 分 析 过 的 双 层 位 势 . 
定理 5 证 毕 , 这 里 是 它 的 一 个 推论 . 


f(y)dy. (4. 8) 


推论 1 保持 定理 5 的 假设 和 记号 , 则 对 所 有 的 函数 f E 
L?(V,do) MILERE X EVA 


lim n.t. VSfCY) > NX) =+ Zsa) + K* f(x), (4.9) 
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其 中 :L(V ,do) 一 L(V do) 是 天 的 伴随 算 子 , 当 工 一 (yt) 
时 符号 + 跟 上 一 9(y) 的 符号 相反 ,最 后 lim n.t. 表示 非 切 癌 极 
限 . 


为 证 明 这 个 推论 , 设 了 他 (LOV do) )"*! > LUO do) 是 分 布 
Y— X 、 
核 为 V. P. = [YX 的 回 量 值 Calderon-Zygmund 算 子 . 这 


个 算 子 的 存在 性 正 是 定理 5 WER. 用 N:L'(v,do) > WV, 
do))"t! 表示 由 向 量 NY) 定义 的 逐 点 乘法 算 子 .那么 KIQ) = 
Lv.p. | 全 二 — NC7)7FGr)da(Y) = FNF(X). 人 


而 = .FN ,过渡 到 伴随 算 子 得 K" = NS 而 人 =T, 
A 

K' f(X) = > N(X) + v.p. | peal Man), 

(4. 10) 
QUE BU. 9) 右 端的 第 二 项 . 

推论 1 就 此 证 毕 , 并 且 (4. 9) 的 左 端 将 不 无 欠 受 地 记 为 
SS a). 还 必须 交待 清楚 在 V 的 哪 一 侧 取 极限 . 

我 们 可 以 概括 一 下 3,4 两 节 有 关 Dirichlet 和 Neumann 问题 
的 结果 . 

RM Dirichlet 问题 而 言 , 从 一 个 任意 函数 f € L'(V,do) 出 发 ， 
假定 存在 一 个 函数 g € L(V ,do) 使 十 Kjs = f. RAH 1 
告诉 我 们 xz = X g) 是 Dirichlet 问题 的 解 . 

同样 ,假定 存在 一 个 函数 A € LV do 使 得 | 一 二 十 天 
= f. Au = Sth) 提供 Neumann 问题 的 解 , 正 是 (4. 9) 告诉 我 们 
这 一 点 ,其 中 的 点 Y 是 在 位 于 V 上方 的 开 集 Q 内 . 

剩 下 的 是 要 证 明 算 子 十 +K:L V do) > LV ,do) 和 一 水 
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+K*,L?(V,do) -> L(V ,do) 是 同 构 . 

当前 还 不 存在 对 广义 Calderon-Zygmund 算 子 的 象征 演算 ; B 
SDK SERA. 我 们 仅 有 的 办 法 是 G. Verchota 提出 的 , 它 要 利 
用 属于 D. Jerison 和 C. Kenig 的 值得 注意 的 能 量 估计 . 


5. Jerison 和 Kenig 等 式 


沿用 前 面 的 记号 .假定 AE Ll, do), R u = SN 为 由 了 产 
生 的 单 层 位 势 并 要 研究 u 的 梯度 Vu. 这 个 梯度 在 及 IANAY 内 定义 ， 
并 且 当 穿 过 Y 时 , 它 在 站 上 有 法 向 间断 . 对 几乎 所 有 的 zE V, 7 
定义 切 向 梯度 V,z(X) ,为 此 把 Y 趋向 XX 时 Vu(Y) 的 非 切 向 极限 
投影 在 V 在 XX 的 切 平面 上 

DA NCX) 表示 立 在 和 的 向 下 的 单位 法 问 量 . 

采用 这 些 记 号 , 则 有 


定理 6 GV —* Lipschitz HR, € L(V ,do), 并 且 w — 
SCA), WA 


du \? du 
| IVau] Ndo = BEG Ndo + 2] Æ gudo 6.9 
以 及 
， N | 
| | Vu |’ N do = BES 十 r| N da 十 IRES 十 f| Vudo. 
(5. 2) 


作为 开始 ,我 们 注意 到 在 应 用 (5. 1) 的 证 明 到 位 于 V 的 下 方 

的 开 集 0 的 条 件 下 , (5.2) 可 由 (5.1) 导 出 ,而 为 证 明 (5. 1) ,我 们 

考虑 位 于 VV 上 方 的 开 集 Q. 当 把 0 = 0, MO 时 ,N 换 为 一 N， 

V 的 指向 外 部 的 法 向 量 . 另外 , 单 层 位 势 的 法 向 导数 改变 符号 ,并 

且 和 同样 经 受 一 个 同 渐 . 当 在 (5. 2) 中 保持 跟 (5.1) 中 一 样 的 法 向 量 
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时 ,(4. 9) 中 出 现 的 跃 度 项 必然 带 来 从 So BSE 十 了 的 改变 ， 

这 样 就 只 需 证 明 (5. 1). 

在 要 求 0 是 一 个 正则 有 界 开 集 并 且 V = a BTR 
技巧 即 可 . 

这 时 写 下 等 式 Vu = Vu IN, 6. 1) 便 成 为 向 量 等 式 


[lvul Ndo=2[ vu Mado. (5. 3) 
为 确立 (5.3) , 先 把 它 变 为 数量 等 式 , 为 此 (5. 3) 跟 常 向 量 e € 


"= 作 内 积 . 这 时 只 需 验 证 
| va “se— 2(Vu-e)}(Vu- N)}do = 0. (5.4) 


应 用 Green 公式 就 把 (5. 4) 归 结 为 

div {|vVulie 一 2(Vu*e)jVu} 二 0. 但 这 个 散 度 等 于 
一 2( Vu ve)4u 一 0, 这 是 由 于 是 调和 的 . 

为 能 够 利用 这 一 方法 ,我 们 要 用 一 个 递增 正则 有 界 开 集 序列 
ND, UE 2. 边界 90, 分 解 为 两 部 分 V, AW. 另外 ,我 们 假定 是 
连续 且 有 紧 支 集 的 . MAMA ©, 写 出 (5. 3),x = SJ) 是 固定 
的 , 算 子 S 是 对 于 Y( 而 非 Y。) 作 出 的 . 然后 证 明 


| (Val? Nn do, > | | Val? Ndo, (5.5) 
f, T 
Vu sar don > -f Vu zy do. (5.6) 
而 且 W, 上 的 相应 积分 趋向 于 0. 


那么 从 对 限制 在 ©, 上 的 调和 函数 zx 写 出 的 对 应 等 式 出 发 ,过 
渡 到 极限 , 即 得 (5. 3). 
现在 叙述 并 近 技 术 并 验证 极限 过 渡 . 
Ke 百 在 R" 上 定义 的 实 值 或 复 值 Lipschitz 函数 序列 . 我 们 
说 这 个 序列 狭义 收敛 到 一 个 Lipschitz KR 2, 如 果 存 在 一 个 常数 
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C, 使 对 所 有 整数 mE N, 有 上 Ve, -~ 委 C ,并且 对 几乎 所 有 的 并 
Var) > Ver). 在 这 些 条 件 下 ,存在 标准 化 常数 C, IE R 
En Cr) 十 CC 在 所 有 紧 集 上 一 致 收敛 到 Go). 

现 从 一 个 Lipschitz HR pCr) 出 发 ,通过 9 和 mr"g (mx) (FEA 
把 ?正则 化 ,这 就 构造 出 go KBs 是 紧 支 无 穷 可 导 函 数 ,其 积分 
为 1. 那么 函数 序列 9 PEE P. 改变 指标 mm 的 意义 并 且 把 9 
加 上 一 个 常数 e 这 0, 可 以 假定 当 |zj Sm + 1H px) < gO) 


< gLz) + 二 .然后 把 |z| <m LW qz) RV. 跟 由 (xl 
=m+1,@(2)+C<t<Cm 定义 的 截 住 ,以 及 |x| Smt = 
C' m 连接 起 来 ,以 便 用 这 几 片 曲面 和 正则 的 连接 曲面 组 一 起 组 成 
一 个 有 界 正 则 开 集 Qn 的 边界 302, ,对 2,, 可 应 用 Green 公式 . 由 构 
60, C 0, 以 致 在 O 内 调和 的 函数 将 在 及 , 的 邻 域内 调和 . 

为 证 明 (5. 5) ,首先 注意 到 , 由 于 上/ 有 紧 支 集 ,在 无 穷 远 点 ， 
vu(z) AM OUr. 由 此 推 知 类 似 于 |，|V xl?Nado, 的 积分 ， 
只 是 Ye 由 |z| 之 阅 上 方 的 名 的 图 象 代替 , 当 思 趋向 无 穷 时 以 0 为 
极限 . 

作 这 一 注释 之 后 ,5. 5) 就 归结 为 


Pn 
lim | . |[Vulzr,g,(x)) | ax, Ax 


Ate OO 


“he 


= | Vule, pr 22 dz, jcn (5.7) 


以 及 路 pn Pay 1 的 类 似 等 式 . 为 确立 (5. D ,应 用 狭义 收敛 定 
SUFI Lebesgue 控制 收敛 定理 . 事实 上 ,定理 5 告诉 我 们 
wir) = sup | Vulr, pT)) | € LCR). 
(5.6) 的 论证 是 一 样 的 . 
On 的 外 部 边界 上 的 积分 趋向 于 0, 这 是 因为 它们 的 面积 是 
Om") , MRR BU On). | 
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为 结束 定理 6 的 证 明和 过 滤 到 了 是 LV ,do) 的 任意 函数 的 
一 般 情形 SA OP 和 QQ;(f) 表示 (5.1) 的 两 端 . 由 于 定理 5, 这 
AP IKAREL V do) 上 是 连续 的 . 并 且 它 们 在 一 个 稠密 向 量 
子 空间 上 一 致 . 因而 它们 在 整个 2(V ,do) 上 相等 . 


推论 1 当局 于 L(V,do) 时 ,三 个 范 数 4 lig 


IE -K |A| 和 和 IVSA | 2 是 等 价 的 . 


事实 上 , 设 e 是 向 量 (0,…,0, 一 1).V 在 了 的 指向 下 方 的 单位 
法 向 量 N(Y) 有 下 列 性 质 , 当 上 Vp。 志和 M 时 ,内 积 N.e 属 于 区 
间 [Q 十 M,L]. 

(5.1) 或 (5. 3) 两 端 同 e 作 内 积 并 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 


BK A M DIE 


| | Vu ldo & (1 + M?) 
V 


du |? ou 
UE LE EU RL (5.8) 
a 
| iv ult?de < (1 + M2)” 
| 
du 
x || 126 + ‘do + 2) % ala (5.9) 


MATE IE XAY ZE) HE A1 X° < cw + 2XY) 的 不 
SR RAM X< CY REC = VC 十 CC 十 C. 从 而 由 定理 5 得 
| Viele SC oaN h AR | Valle: SC | uN + F |, 
这 里 L 范 数 都 是 在 L(V do) 中 计算 的 . 

回 到 (5. 1) 并 重新 跟 e 作 内 积 得 


CL + mef | Jul do > 
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du |? Ou 

>| do—2 LL vu. (5. 10) 
由 此 导出 | |< <C | Vula E 
<C'| Vu |z. 


rl, 


推论 2 在 Vdo 上 三 个 范 数 ||} z +K’ BR 


(圭一 天 —K*| “jf| 和 | 1fl; 是 等 价 的 ,并 且 表 示 这 些 等 价 性 的 常数 
只 依赖 于 M ,而 不 依赖 满足 | 了 串 - < M 的 Lipschitz 函数 9 


事实 上 ,由 Ke 的 连续 性 推 知 || Se Ke) /| < cif 


之 ,我 人 有 ISle< ||} +x “] /| FEA 
用 推论 1 即 得 结论 


6. 定理 2 和 3 证 明 的 结尾 


作为 结束 ,需要 证 明 在 无 界 情形 两 个 算 子 LS 十 "在 


L(V de) 上 是 同 构 , 由 此 将 得 到 其 伴随 算 子 + À 十 天 的 同一 性 
质 ,而 为 处 理 有 界 情 形 应 作 的 修改 可 在 Verchota 的 论文 L232] 中 
找到 

下 列 引 理 是 指标 理论 的 一 个 初等 变 体 


引 理 4 WH — Hilbert 空间 ,而 CH, H) 是 连续 线性 
SF T.H —> Hf Banach RR. 
WTA),0<A<1,8 SCA,A) 的 元 素 的 一 个 族 , 具 有 下 列 
三 个 性 质 : 
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存在 一 个 常数 人 二 0, 使 对 所 有 和 AE€ [0,1] MA x CHG 


| TAs || ox, (6. 1) 
T(0).H > H BH, (6. 2) 
FE e> O0, OS ASN <1 BOK ASE 
| TA) — TA) | Lé/2, (6. 3) 


则 对 所 有 4 € LO,11,8 5 TO) 是 五 的 同 构 . 


首先 注意 车 两 个 属于 Z(H, H BHATT, AT, 对 其 一 个 常 
数 6 汪 0 满足 三 个 条 件 : 对 所 有 x € H, | T, (x) | > Ô | T | ;了 是 
满 射 ,并 且 IT, —T,| <é,UT, 也 是 五 上 的 同 构 . 

作 了 这 个 注释 之 后 ,从 了 T(0) 出 发 , 它 是 一 个 同 构 ,由 (6.1) 和 
(6.3) 可 逐步 验证 T() ,0 声 4 过 1, 是 同 构 . 

在 我 们 面临 的 应 用 中 ,(6. 3) 来 源 于 一 个 强 得 多 的 性 质 , 即 存 


在 一 个 常数 C: 使 grofe. 


我 们 利用 引 理 4 证 明 算 子 + + K* :L(V,do) > Ltda) 
是 同 构 . butt IOLA 1, 3LA RAR) BY RV EA AR 
WF FEK ,这 些 算 子 作用 在 不 同 的 空间 L(V,,do,) 上 . 为 能 够 
应 用 引 理 4, 系 统 地 借助 变量 x € Re 作为 所 有 曲面 Vi( 其 方程 为 : 


= Apr) 参数 表示 的 变量 ,以 便 把 空间 LOV doa) 等 同 于 空间 
Li:(R",dxr). 


在 这 个 变换 以 后 , 算 子 亏 + Ki 变 成 奇异 积分 算 子 TCD) , 它 


由 分 布 核子 6(z 一 y) vp Ki (x — 9) 定义 ,这 里 


A gy) — gx) — (y — x) + Vz) 
W, (|y _ z|? + (Oy) _ PT) )mtP2* 


显然 了 (0) = L 是 一 个 同 构 ,而 定理 6 的 推论 2 提供 (6. 1). 
为 得 上 述 结论 ,只 需 证 明 


Ky (x,y) = 
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ITA) 一 了 (1 LIKEMA -AA BOKSACMN <1, 
(6. 4) 
为 此 ,考虑 相应 于 K 的 截断 核 KE. PE TOAD. 由 定理 5 
ARARAS ELR), eyo 时 ,| TOD 一 =f 


-T GUN] 一 0. 因此 信 计 (6.4) 将 从 下 述 信 计 推出 
TEAD — Tea) S Can a — }), (6. 5) 
为 证 明 (6. 5) ,我 们 打算 验证 | z T vol <C(M). 由 于 核 的 


奇异 性 已 经 消除 ,这 ER TSE ELH. ST) 的 核 写成 


AP 7y) 十 BCr,y) XP RR BTR 


1 20) A Oo Ver) 


A TV) = —— 
(x y) 一 ©, (|y — ri 2 十 AC (oly) — gla) Ayr 2 


和 
(CVD) = 
7 gy) — gr) { PY) | — Ox) — (y — xd: VE) i 

Cly — xi? + žl) 一 PI peers 
FREE — PS RRR MR, HE | Vel- SM. M7 
章 即 可 推出 截断 算 子 的 一 致 佑 计 . 


为 读者 的 方便 ,我 们 回顾 引 理 1 的 证 明 . 今 洛 用 普通 的 方案 进 
行 论证 . 往 证 
lim [yl fa + y) — fF) 一 VI@O)=9 (TD 
在 我 们 感 兴趣 的 Banach 空间 B PAAPA lel det FE J] E EX 
AZ ,并且 确立 对 应 于 (7.1) 的 -一 个 极 大 等 式 . 
A RIIE IEA 空间 B 是 Lipschitz AM S: X 一 和 的 空间 ,将 会 
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陷入 C 类 函数 不 组 成 妃 的 稠 审问 量 子 空间 这 一 园 境 . 这 就 导致 用 
Sobolev 空间 W (RO RÆ BW? CR") 由 本 身 连 同 其 梯度 (在 分 
布 意义 下 到 的 ) 都 属于 LOR") 的 函数 组 成 . 
R ITAI S EWROS n). 1) ILE 

Wr € R RL ME, 7 n << p< o Schwartz 类 ACR") EW? 
内 稠密 ,于 是 只 需 确立 极 大 不 等 式 

[suply] [f(r -H y) — fa) — y* VIC) | een (7.2) 

CP Ivf H n< poo 时. 
ye Vf) 这 一 项 是 平凡 是 ， 我 们 把 它 搁置 一 边 ， 并 把 注意 力 集中 
Flyl f(z 二 yy) 一 f(x)|. 令 r= 21y|, 并 用 B 表 示 中 心 在 x 半 
径 为 + 的 球 .(7. 2) 将 从 下 式 推出 


yl Fae + 9) /DI CD rir | IV ay 


(7.3) 
然后 (7. 3) 的 右 端 可 放大 为 上 1Y fl?) " ,根据 Hardy-Littlewocd Æ 
FEW pro, EF Lda). 4Yn< pot, LEA 
P 代替 的 (7.3), 其 中 pp’ WE n< p < 上 这 就 推出 (7. 2). 

A HAL C7. 3). RAR Of LA BY x = 0 的 情形 .把 [f(y) — £0) | 
放大 为 Cv) 一 二 Ar 一 A0) ,其 中 rr 一 2y fifve 
对 ve S 取 和 平均 ,利用 等 式 

Srv) — fO) = ve | V f (tv) dt (7.4) 
各 | 
FO) = f(y) = ev) [ V + A = rydt. 
(7.5) 
便 导 出 形 如 nm … dt do) HA TRS). 再 回 到 直角 坐标 系 . 
Jacobi 行列 式 分 别 是 [alot A la — yl ot, 终 得 
Ifa = FCO} <C | IV f(x) IC jx ttt te yl as. 


这 里 条 件 n < p< ce 要 发 挥 作 用 . 对 (7. 6) HU Holder 不 等 
À. 基本 着 眼 点 是 [rl € LB) ,如 果 g 一 一 一- BDA p > n. 


计算 的 细节 十 分 简单 , 留 给 读者 . 
Calderon 在 [40] 中 用 完全 不 同 的 方法 证 明了 定理 2 和 3. 
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第 16 章 仿 微 分 算 子 


1. 引 


Eli} 


仿 微 分 算 子 由 J.M. Bony 〈L16]) 发 现 ,他 的 目的 是 构造 一 个 
跟 伪 微分 演算 平行 的 演算 ,但 要 容纳 由 CCr > 0 在 下 文中 是 固定 
的 ) 类 的 函数 定义 的 乘法 算 子 . 不 过 人 们 期 望 保 留 所 有 常 系数 微 
SAF. 目 然 这 个 要 求 是 矛盾 的 ,因为 这 直接 导致 一 个 任意 的 分 布 
KU C 类 的 一 个 函数 ; 若 约 定 逐 点 乘法 算 子 保持 其 通常 的 意义 ， 
这 是 不 可 能 的 . | 

J. M. Bony 所 用 的 解决 办 法 是 用 a 和 ff 之 间 的 仿 积 x(a, 放 ) 代 
蔡 乏 点 乘法 . 当 <C 和 上 /了 是 两 个 缓 增 分 布 时 ,这 个 仿 积 有 意义 , 仿 微 
分 算 子 代数 B.r > 0) 将 包含 所 有 经 典 的 擅 微 分 算 子 o, D) € 
OpS1,。 和 所 有 由 C 类 的 函数 定义 的 仿 积 算 子 . 

人 们 这 就 得 到 了 跟 伪 微分 演算 类 似 的 性 质 , 不同 在 于 “误差 
项 * r 阶 正则 化 算 子 ,而 非 原来 的 无 穷 正 则 化 算 子 . 

仿 微分 演算 完全 自然 地 加 入 到 Calderon 计划 ,其 理由 是 多 方 
面 的 . 

首先 ,Calderon 在 1965 年 , 即 擅 微分 演算 诞生 前 十 多 年 ,确定 
了 一 个 研究 计划 ,其 目的 之 一 是 借助 伪 微 分 演算 研究 非 线 性 偏 微 
分 方程 解 的 正则 性 ,用 C 类 的 x 的 函数 定义 的 逐 点 乘法 算 亦 包括 
在 伪 微 分 演算 之 内 . 

HK, Gaz) RF LR, 相应 仿 乘 法 算 子 , 它 使 f GE 
LCR”) 对 应 x(a, f) ,是 一 个 Calderon-Zygmund 算 子 . 

最 后 ,用 到 仿 积 的 J. M. Bony 线性 化 公式 在 全 纯情 形 下 跟 
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Calderon 的 著名 等 式 - 一 致 . 
À EE TGR AG AR OS PL 5 的 所 有 著作 . 建议 读者 参考 文 
#((18]) ,那里 包 售 了 和 M. Bony 及 其 合作 者 的 工作 . 


2, 非 线性 问题 线性 化 的 第 一 个 例子 


我 们 系统 地 用 FS COR") > CR) 表示 作用 在 缓 增 分 布 上 
的 Fourier 变换 ,有 时 也 以 了 代替 SCS). 
固定 一 个 属于 Schwartz 类 ACR”) 的 辐射 函数 9, 此 外 满足 ， 
当 jé <1/2Hf E) = 1,3% jé] Slit eS) = 0. | 
对 所 有 JE 三 , 部 分 和 或 滤波 算 子 S 由 PLS IS) = 
9C2-*) 了 (E) 定义 ,的 “二 进 片 靳 ”由 DY = SA 一 SC 定 
X ,或 等 价 地 由 下 式 定 义 
FTA NVA = 27H FE), HB gE) = pÉ/2) — gE). 
(2.1) 
因此 这 个 Fourier 变换 .多 (A;( 让 ) 的 支 集 含 于 “二 进 环形 ” 
太一 全 ER;2 < |€| yt) (2. 2) 
之 内 . 
采用 这 些 记号 ,f 的 “Littlewood-Paley 分 解 ”" 是 级 数 
f= S60 二 (让 十 十 C1) 十 …， (2. 3) 
EI CR) 中 它 收 敛 到 Sf. | 
事实 上 ,p 的 各 种 选择 导致 不 同 分 解 . 
非 线 性 问题 线性 化 的 第 一 个 例子 由 在 下 列 经 典 定 理 证 明 中 
Littlewood-Paley 分 解 的 使 用 所 提供 . 


定理 1 FE CRD ÉTÉ o RFK. À 1 < p 
< coys > n/p, 那么 对 所 有 实 值 的 属于 Lr** OR") 的 函数 SH A 
KFN AR F LCR). E s = n/p ŻE FHA FAR, YA 
SED KDA FOO € Le, 
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RHEINE, E s D> n/p Le 是 一 个 代数 . 定理 1 问 我 们 指出 无 
穷 次 可 微 函 数 在 象征 演算 的 意义 下 可 以 作用 在 这 个 代数 上 . 由 于 
当 s 二 n/p 时 ,Lr* 不 再 是 一 个 代数 ,FR() 一刀 这 种 选择 这 时 是 禁止 
的 ， 

为 证 明定 理 , 在 s D> n/p 的 情形 , 令 f; = S;(f), ZE 

FN) =E) + (FCA) — FD) + 
4+ (FSi) FED | (2.4) 

级 数 (2. 4) 是 -一 个 套 简 式 级 数 , 它 一 致 收敛 到 F CP). 

FF) 这 项 不 出 现 困 难 ,因为 fo 及 其 所 有 的 导数 属于 5L?, 由 
BEI FCS.) 及 其 所 有 导数 属于 L'. 正 是 这 里 要 利用 假设 F(0) = 
0. 

然后 写 出 

| FF, — FS) = mA, (2.5) 
其 中 


m,(x) = [F f(x) + 1A,f (x) dt. (2.6) 
Tan dee mj(x) 是 由 f; A Te MAY IF ALARA Fd | 


引 理 1 Afe lk) FAs > n/p hs —n/pmMma Fe 
LR), MEEA Ca € KP, 使 对 所 有 JEN, 有 
| F mx) ||] S C 27. 


今 考虑 下 式 定 义 的 线性 算 子 
L u(x) = D, m(x); u(x). (2.7) 


这 个 算 子 属于 在 0,S31 上 .事实 上 , 它 的 象征 是 Smj(x)y 


+ (2°98), TRE X So, 的 估计 正 是 由 引 理 1 所 提供 的 . Aa SY 
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在 所 有 空间 L 上 是 有 界 的 ,这 里 >> 盖 0,1<z 一 co( 第 10 章 第 5 
节 ). Sew, ES EL RASPY EL. 
只 留 下 证 明 引 理 1 了 . ews > r 的 情形 . HF JE 


L”(R") ,我 们 有 |S l|- <C. REZ H Bernstein 定理 得 || 7A; Il- 
< COUP .为 了 证 明天 (六 十 4 (站 ) 满足 同一 类 型 的 不 等 式 ,我 
们 应 用 下 列 引 理 . 


引 理 2 EARME | d'e, | -和 Ce2 ,这 里 C。 不 依赖 于 
jo Wl pa F(g;) ~ h, 满足 | Fh, | co &C", ileal, 


证 实 这 一 引 理 的 一 个 有 兴味 的 方式 是 考虑 辅助 函数 9 (Cz) = 
gr), RE | ag; || <C.. BAA, = Fe) 满足 WTA ll. 
< C'., 这 应 用 Faa di Bruno 的 复合 函数 求 导 公式 即 可 验证 . 我 们 
回忆 一 下 这 一 公式 . 

为 计算 FF(g) a = (mn, ,0,), 用 9 表示 属于 [1,ia|] 的 一 个 
整数 ,并 以 所 有 可 能 的 方式 把 向 量 a € N" 分 解 成 一 个 向 量 和 Bi 十 
Y+ + pe 其 中 PB EN’ p, EN 作 所 有 对 应 的 乘积 
F? (g)ig…9rg, 再 对 a 的 所 有 分 解 求 和 (gq 固定 ), 最 后 对 g € LL, 
la| 1 的 所 有 值 求 和 . 

Es=n/p EF RFL°OR"), PRA m E L”(R"). 福 意 到 当 
la| Sant los, o < Ca 27"! BIRR m Sere EARE 
没有 WS; Il. < Co). 


3. 非 线 性 问题 的 第 二 个 线性 化 


两 个 缓 增 分 布 a 和 了 之 间 的 仿 积 定义 为 
ala, f) = >, S;-2a Af). (3.1) 


PRB SOR") 的 意义 下 收敛 这 件 事 毫 不 显然 . 不 过 我 们 要 
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利用 下 列 十 分 简单 的 事实 子 以 验证 


引 理 3 设 EN 是 属于 C” RY 的 按 多 项 式 增 长 的 函数 ， 
它们 满足 下 列 两 个 条 件 : 

ERT HR > a> 0 EBA Fu, MIRE T 02’ < |E 
< B2? (3. 2) 

存在 一 个 常数 C 和 一 个 指数 mm, 使 得 对 所 有 jEN 有 jul) | 
SCZ” + |z|)”. (3. 3) 


则 在 Z RD 的 意义 下 级 数 2, Cr) 收敛 到 一 个 缓 增 分 布 5 
友之 À S 是 一 个 缓 增 分 布 , 则 u; 一 A(S) 满足 (3. 3) 


现在 验证 这 些 条 件 , 对 某 一 个 整数 p 有 IS, sa) (zx)| < 
C225(1 十 jz) 并 且 S ;(a) 的 Fourier 变换 的 支 集 含 于 中 心 为 0 


PRATZ HRB. FIRE AG) GI C24 十 lel 并 且 


A,CP) 的 Fourier 变换 的 支 集 含 于 由 方 2 过 16| 之 2. 2’ 定义 的 二 
HET, RES, (a) AA) fy Fourier 变换 的 支 集 含 于 B +r; 8 
BER a2! < IE] <A 之 内 ,其 中 = 1/4,8 = 9/4. 因而 引 理 适 
用 . : 

在 定义 (3.1) 中 ,两 个 指标 之 间 的 错开 起 本 质 的 作用 ,不 可 以 
用 S;(a)A;(f) RE S;-2(a)A;(f) ;事实 上 ,前 一 乘积 的 Fourier Æ 


换 的 支 集 含 于 球 EILE 21, 并 且 级 数 > SOA 一 般 在 分 布 


意义 下 发 散 . 为 更 好 理解 > SWAN AD SA) 之 间 


的 差别 , 宜 于 把 这 两 个 级 数 相 减 . 遂 得 Y\A OA) Ke = 1 
或 2. 而 为 了 计算 我 们 的 两 个 分 布 的 乘积 ,利用 Littlewood-Paley 
分 解 ,本 质 上 得 到 >),， >， AAA = SS > AWAY + 


S220 j20 IST —3 
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24 D> 46a) AAI + >, >, A,(a)A;(f) = xa, f) + x(f,a) 


slr 3 if (<2 


+ > > ADA). 两 个 仿 积 都 有 意义 ,如 果 我 们 不 能 定义 


lei 2 

两 个 分 布 的 乘积 ,这 无 疑 是 由 于 级 数 A OAD 作怪 ,其 中 
le| < 2, 对 这 个 级 数 不 能 应 用 引 理 3. 

反之 ,在 (3.1) 中 ,可 用 SS (a) 代替 Sj (a). 这 种 改变 不 影 
响 以 下 的 定理 2 和 定理 3. 

HAS € L 对 应 FCA) 的 这 种 非 线 性 运算 的 线性 化 ， 

效 有 

定理 2 仍 假定 2p Ej1,oL,r 二 :一 n/p 之 0. 则 对 所 有 属于 
LCR RRR 广 了 "一 及 和 所 有 在 0 取 零 值 的 函数 已 E CR) 有 

FND =EN, ND + g, (3. 4) 

其 中 & 属于 Lee’. 


仿 微分 法 的 目的 在 于 尽 可 能 精确 地 局 部 化 非 线性 偏 币 分 方程 
解 的 奇异 性 .但 这 些 奇 异性 相关 于 一 个 正则 性 阔 值 ;所 有 正则 性 高 
于 这 个 财 值 的 函数 都 不 再 子 以 分 析 , 而 考虑 为 误差 项 . 出 现在 (3. 
4) FRR 2 正 属 这 种 情形 . 

(3.4) 的 全 纯 变 体 值 得 在 这 里 叙述 , 因为 它 涉及 到 在 
Calderon 著作 中 早 于 仿 积 出 现 的 双 线 性 运算 ， 

设 和 g 是 两 个 在 ( 开 ) 上 半 平 面 己 全 纯 的 函数 ,并 设 在 某 种 
意义 下 在 无 穷 远 点 了 和 g EF, Calderon 让 他 们 对 应 第 三 个 函数 
h, CEP RE, H k CG) = KOYA (2) H Alico) = 0 Æ X. Wh = 
I, g). 

设 f 是 一 个 在 P 内 全 纯 的 函数 ,并 且 它 连 问 其 导数 了 都 属于 
全 纯 Hardy 空间 HCP). FAK Rm SCP) EC RORE, H FRIR 
E K 的 邻 域 内 全 纯 并 在 0 取 零 值 的 一 个 函数 . 在 这 些 条 件 下 有 

FAN = HCF'(f'),Sf). (3. 5) 
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HSE. FEG) == FOO) = 0. eae F(f) = FESS CG). 
定理 2 推广 并 稍 许 改进 了 Bony 的 定理 (L16]) ,在 116] 中 ,p 
2 ,并且 十 > 换 成 十 > 一 se 之 0 是 任意 的 )， 
(3.4) 的 证 明 的 关键 在 于 比较 由 (2.7) 定义 并 在 第 一 个 线性 
化 中 出 现 的 算 子 LAIT.) = ria, f) 定义 的 算 子 了 .. 
EHARA F7). 


引 理 4 LS MP LOG — nip = r> 0 MRS H 
7) EL. a= E,W & — T, ET Hörmander 的 类 OpST1i. 


那么 (3.4) 的 证 明 就 是 直接 的 . 第 一 个 线性 化 给 出 FO) = 
FSP) + SCFY BFS.) 已 经 可 以 看 作 误 差 项 ,这 是 因 
HEETE la Lo" om > 0. AmA CD STAN HRO. A 
BRA) € Li" 10 章 第 5 W). 

为 了 证 明 R 属于 OpsSrii, 我 们 来 计算 其 象征 eG). EH 


ol, Ê) 一 Dae? IE) + mo DCE) + m (x) PED 给 定 , 其 中 


a, (x) = | FS CP FHA Pdt — S,, (PDG. 6) 


我 们 要 证 明 存在 常数 C,(a € NN) 使 得 对 所 有 7 € N 有 

[F gx) |, K Ca 277 2191, (3.7) 
olr. E) BYR TL m0 (x) CE/2) FA m CO PCE/2) 引出 两 个 属 
于 所 有 空间 L''On > 0) RAC BEKE ETZE. 

我 们 集中 注意 力 到 (3. 7). 只 需 对 |x| > r Ala = 0 Ree HR 
等 式 . 关于 中 间 导 数 的 对 数 凸 性 的 经 典 不 等 式 将 允许 对 1 和 |a| < 
六 得 到 (3. 7). 

Hi a = 0, A H Sobolev HRA L CC’.r =s— n/p, AEC RKR 
示 非 齐 次 Holder 空间 ,本 著作 已 多 次 对 它 定 义 过 丁 . 

RA WS SA ||. 委 C2-, 由 此 立刻 得 到 | POA) 一 
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F'(S;(f) + td;) | à < C27”. 
但 EN 同样 属于 C' ,从 而 有 ||P 一 Sj- E || oS 
C2, 最 后 当 a = 0 时 ,三 角 不 等 式 提供 (3.7). 
X AFER lel >r 时 (3.7) 成立. 不 再 利用 三 角 不 等 式 ， 
并 且 不 再 顾及 qg) 是 一 个 差 , 而 要 分 别 证 明 两 个 不 等 式 
EFS; CA) | ~ EC.2 "2 (3. 8) 
和 
| FFSA + tA;) |] à <C.2772". (3.9) 
(3. 8) 的 证 明基 于 下 列 引 理 . 


引 理 5 Be 属于 COR"),r > 0, 则 存在 这 样 的 常数 C。 对 所 
AJEN, Æ lel >r, 我们 有 

| FS;Cg) |} o KCI”, (3.10) 

作为 开始 , 写 下 Sa) = Se) + Ag) + ++ 十 Ajlg). 由 于 对 所 

Aae N" | FSoCg) || LC, SE) 这 一 项 不 带 来 任何 问题 .进而 有 

AG < C2-*， 并 且 根 据 S.Bernstein 不 等 式 ， 有 

| FAC) | à SCVMM, AF lal >r, + eee + DK 


CA RER ER T SE 5 的 证 明 . 


现 过 渡 到 (3. 9) DER. & f= SS; +14, 以 便 稍 许 变更 
一 下 记号 . 我 们 仅 需 要 从 f; HE XIE FINER 
Il fin. —-F; 1.502", JEN, (3.11) 
| TF; Lo <C 2 MF lel >r GEN. (3.12) 
进而 应 用 下 列 引 理 . 


引 理 6 i f jE NN, 是 一 个 满足 (3.11) 和 (3. 12) 的 无 穷 可 
微 的 函数 序列 . WRA RAF ECR, FCS,) 仍 满足 (3. 11) 和 
(3.12), 只 不 过 常数 C 和 Ce 换 成 另外 的 常数 C AC'.. 
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(3. 11) 是 显然 的 ,我 们 集中 注意 力 于 (3. 12). 仅 有 的 困难 是 
导数 FFF) Ce] > 7) 的 计算 涉及 到 FS 181 Sr ,对 这 些 导数 
(3. 12) 是 不 成 立 的 .为 摆脱 这 一 困境 , 特 作 几 个 注释 . 

首先 由 (3. 11) (3. 12) 推 出 

Fin — Fp) | oo SCL 2! 2-7 A à € N°. (3.13) 

在 我 们 所 关心 的 具体 情况 ,这 没有 告诉 我 们 什么 新 内 容 , 而 在 
引 理 6 的 假设 之 下 , (3.11) 从 a== 0 和 |al >r HRE Z EE 
出 . 

于 是 可 忘掉 (3. 11), 只 记 住 有 

LFF; eC AG lal <r (3.14) 
和 
FF, le SCA HDE lal =r. (3. 15) 
然后 利用 Faa di Bruno 等 式 计 算 FF(f)). UMERI e= Bi +... 
+ 8, M lel > r 2 PME WAYS; eee 94fj; 上 .为 此 综合 
(3.14). (3. 15) 4 G. 12) 48 | 
PF; ao LC MAO MOS IRL < Jal <r. 
(3.16) 
REAC. 16) 4 C3. 14), C3. 15) 和 (3. 12) 更 粗糙 ,除非 181 = lel, 
这 时 (3. 16) 和 (3. 12) 一 致 . 

由 于 lel = Ai 十 … + 18,1, 遂 得 所 宣布 的 估计 

LAF; | oo Ff; CT QI = C2 7 gia, 

定理 2 这 就 证 明 完 上 毕 . 在 我 们 面临 的 应 用 中 ,并 不 是 定理 2 而 
是 其 高 维 变形 允许 局 部 化 非 线 性 偏 微分 方程 解 的 奇异 带 . 

设 FRY CHEN TETE Us °** shy 的 无 穿 可 微 函 数 , 假 定 
FO) = 0,8 F; RARE N TREK OF /duj sl SIN. 

BRr=s—n/p>0;pE Jl oL, MRS = Ji, fr) EN 
在 R* PRAM RRM. CBF Z( 肥 7.FCA =F fe) 的 计 
算 则 由 下 列 定理 提供 . 


定理 3 在 前 述 假设 之 下 ,有 
FO) => rE, + 8; (3. 17) 
HP g € Le, | 


定理 3 的 证 明 跟 定理 2 一 样 , 留 给 读者 . 
在 结束 本 节 之 前 ,再 给 一 个 对 研究 仿 微分 算 子 有 用 的 引 理 . 


引 理 7 Sj EN EART COORD 的 函数 的 序列 , 当 j 
趋向 于 无 穷 时 其 行为 由 下 列 条 件 描述 ， 
存在 > > 0 和 常数 Cv, 使 对 所 有 7 ENE fe LC, 
(3. 18) 
存在 常数 族 Cs 使 得 当 1B| > ~ 时 对 所 有 7E RS 有 Las. 


LC, Vo, (3.19) 
Wi ay FES, 分 解 为 | E 
Ji =g; + hj, (3. 20) 

其 中 
g, 的 Fourier 变换 的 支 集 含 于 球 |&| <2”, (3. 21) 
1gcec 委 Co 对 所 有 JEN， (3. 22) 

并 且 
| Ph; | à < C'a 280 对 所 有 BE ET. (3. 23) 


为 证 引 理 , 对 f; 进行 Littlewood-Paley 45 #4, 写成 f = 
Sj Sj) + An) +, & g; =S;x Dh, = >, A (S,). 


tj 10 


这 时 (3.21) 和 (3. 22) 是 显然 的 . 致 于 (3. 23), 利用 (3.19) 得 知 
| ACAD oe SC, 2470" 27" 对 所 有 mE€ N 成立, 这 再 结合 S. 
Bernstein FÆ << BU 28 yeh (3. 23). 
注意 ,(3. 22) 和 (3. 23) ERAM. 19). 
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4， 仿 微分 算 子 


没 r 是 一 个 正 数 ,下 文中 它 是 固定 的 . 按照 J.M. Bony 的 方 
法 ,我 们 将 构造 一 个 含 手 G. Bourdand 代数 内 的 算 子 代数 以 及 一 
个 象征 演算 ,这 一 象征 演算 允许 我 们 的 代数 内 的 算 子 ,以 > 阶 正 则 
化 算 子 为 模 求 道 ,所 谓 > 阶 正则 化 算 子 即 这 样 的 算 子 , 它 的 象征 略 
于 在 定理 2 的 证 明 中 曾 利用 过 的 类 S77CR* x RD. 一 个 + 阶 正则 化 
BEE M LPSC BY Lee Cen) 是 连续 的 ,只 要 ys 十 r+ 记 0,1 < po 
oo Ce 10 FESS 5 mO SELL RP Besov 空间 有 一 个 类 似 的 结果 . 

Bourdaud (EUH 3x PEU RE T AR, CARE H ERT 
TRT O, Su TER 9 章 讲 述 这 一 代数 , 它 显露 出 一 个 缺 路, 即 不 
FU DR RTE. 在 某 种 意义 上 来 说 ,Bourdaud 代数 过 于 宽 
bay ,我 们 要 对 它 如 以 锐 息 :为 此 对 所 用 的 象征 附加 关于 变量 > 的-- 
个 正则 性 ,此 正则 性 以 实数 > 二 0 度量 ,并 在 下 文中 保持 固定 . 

可 不 费 什么 力气 同样 定义 m 阶 象征 ,尽管 我 们 将 进行 的 计算 
(ME AO 阶 算 子 . | 

最 后 .在 下 列 定 义 中 ,Cr 表示 非 齐 次 Holder 空间 ;Cr 内 的 /的 
TRG LS 范 数 . 这 类 空间 前 几 章 曾 充 分 讲述 ,不 再 更 言 . 


定义 1 er tee NEEM. -TK 07,0 属于 象征 的 类 
AP WR oCr,8) € CNC X R 并 且 下 列 两 个 条 件 满足 
FERC, a .WW 使 得 由 olx,6) 定义 的 变量 二 的 函数 
SRF CC") ,并 且 还 有 
[RoD jeens SCC) A + [yr ie, (4.1) 
PETER Ca, Ba EB EL (ERM Br 
A OLE: SCA, BIC + El ym 2) 


换言之 ,为 了 得 到 关于 的 不 超过 > 的 正则 性 ,不 需 付 任何 代 
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价 , 若 要 超过 了 ,必须 支付 代价 . 
车 r+ 一 十 ce, 就 叉 回 到 通常 的 类 S?o. 
音 助 于 这 类 象征 可 用 通常 的 形式 定义 算 子 ol, D) 
o(2,D)[e** ]= olr, Eet. (4. 3) 
下 列 定 义 更 接近 于 J.M. Bony WALD. 


定义 2 集 B” 由 属于 A” 并 满足 下 列 条 件 的 象征 olzx,é) 组 
成 :对 所 有 固定 的 ,ol(x,$) 看 作 < 的 函数 的 偏 Fourier 变换 的 支 


REFR |7] < yp lEl. 


MR AXE EX Br, RE o © AP, BERU DAEN? WR 
一 个 条 件 ,那么 (4. 2) 即 可 推出 ,这 从 重读 引 理 7 的 证 明 即 可 确信 . 

提请 读者 验证 ,对 所 有 实数 m 有 

Soc AC SC Amt, 

À sr, MIRA À C AP. 正如 我 们 已 经 注意 到 的 ,B7 At A7. 

À m = 0, RTH À AB, 写成 4. FA B,. 

— Wi TEE ,o(x, 6) RF AD RB, M HN + JET” 
o(x, 6) 属于 A, 或 B,, 这 允许 把 许多 问题 化 到 m = 0 的 情形 . 

A, 和 B, ZAUR FN EAH. 


引 理 8 对 于 一 个 项 数 olr, f) € CR X R, FAME 


质 是 等 价 的 . 
o(z,€) € A,, (4. 4) 
a(z,€) = t(r,€) + (ze), 其 中 T(x,Ë) € B, 并 且 p(x,E) € 
Sy (4.5) 


正如 我 们 已 经 注意 到 的 ,Si 含 于 À. 于 是 很 清楚 ,(4. 5) AK 
(4.4). RZ, EIZ] Littlewood-Paley 分 解 的 记号 ; 写 下 1 二 gE) + 
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Cv 


Te 


5 p27) ,其 中 olx, E) = o(x,€) g(27*), 然后 利用 引 理 7 分 解 


T AY EE — PHL o,(x,€). 
引进 A. 的 理由 在 于 对 于 普通 乘法 ,4, 是 一 个 代数 . 更 精确 地 
说 有 


引 理 9 Hor, f), on (2,8) 是 入 个 属于 4, 的 实 值 象征 . 
对 所 有 函数 下 € C™ (RN), Flo (5 E), INCZE) ) 属于 A,. 


(4.1) 的 验证 没 任何 问题 ,而 (4. 2) 的 验证 跟 引 理 6 的 证 明 一 
致 ,现在 1 + |$| 起 2’ 的 作用 . 


推论 1 Kos.) fl oala, E 是 两 个 实 值 或 复 值 的 属于 4， 
的 象征 . 假定 存在 一 个 常数 s > 0, 使 得 o.(x,é) A 0 蕴涵 Lo. (x, 
€) | > 定义 a3(2,€) 如 下 ,各 ox.) = 0,4 o,(x,Ë) = 0 ,否则 


az,6) = ae (x, 8) 也 属于 À. 


事实 上 , 设 (u,v) 是 两 个 实 变量 x 和 w MAR, 4 
VE Fe SOW ER BE. 0562.8) 的 实 部 记 作 m(z,6) ,而 
它 的 虚 部 记 作 2.02.5) ,并 且 首先 构成 Fala, E), Ba). 由 于 
引 理 9 这 个 新 的 象征 属于 4,, AT Rea tT EE ox, €) Fla (2, 
€)B.(xr,F)) = 0,(7,&) 也 如 是 . 


推论 2 Woo 是 一 个 属于 A, 的 象征 . 假定 对 某 个 ze € 
R" 和 某 个 6。€ RNO) 有 
lim inf LIE? , AS ) | = 0, (4. 7) 
则 存在 一 个 无 穷 可 微 的 函数 ee), zo 等 于 1, 还 存在 一 个 在 整 
个 RR" 上 无 穷 可 微 的 函数 0248), 它 满足 : 夺 ll 21H42 1,706) 
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= vl); LEADS A> 0, Mu) = 1. 最 后 还 有 一 个 象征 (x,&) 


E€ A, 使 得 
oTEITCrE) =ulav 6). | (4. 8) 


事实 上 ,用 26 > 0 表示 出 现在 (4. 7) 中 的 下 极限 . 由 (4. D) 给 
的 c(z;E) 的 正则 性 推 知 当 jz — x] Se) HHH IE — EI EL < 
nce) Bf lolx, E) — olr, $| Se. 特别 若 |x aol <7 |F — &| 
<7FfH ALS RMA lolx, A) | >> o. 

取 一 个 函数 we DOR"), CHE z BF LH |e — ro LITE 
零 . 同样 ,o(e) 在 0 的 邻 域内 以 及 在 一 个 顶点 为 0 底 为 球 IE El 
<7 ARREZIFE, SR, ADS A > 0 Hf u(AË) = 1. 


WL agate OS 应 用 推论 1 即 得 结论 . 


5. 仿 微分 算 子 的 象征 演算 
对 于 仿 微分 算 子 的 象征 演算 将 从 下 列 结果 导出 , 


定理 4 r(x,é) 是 一 个 属于 Hormander 类 Ay, 的 一 个 象 
征 ,而 ox, 0) 是 一 个 属于 B, 的 象征 ,r > 0. 则 有 | 


T(z, D) ° olz, D) 一 Y(x,D) + plz, D), . (5.1) 
其 中 
y(z = SP ara, DID 6D 
aar < ， 
而 pelr) € Sir. | 


计算 YCz, 人 的 公式 自然 跟 通 常 演算 中 的 公式 是 一 样 的 . 唯一 
的 差别 是 中 止 在 r 阶 . 因而 经 典 的 伪 微 分 演算 可 看 作 r 趋向 无 穷 时 
358 


(5.1) 的 极限 . 

为 了 应 用 这 个 定理 , 宜 于 按 等 级 把 出 现在 (5.2) 中 的 项 分 类 . 
我 NVA r(x ,€) € Sr. 1 ,同样 ， 4 tig B, MYA r(x ,&) € B7 lel, 
但 这 一 得 益 马 上 由 于 olr, E) MiB Se Koz, ,最 好 也 
不 过 说 出 Zola, f) € 及". 即 是 说 在 最 好 的 情况 下 ( 即 Alc A 
F B,),(5.2) 右 端 的 所 有 项 在 A, 内 有 同样 的 阶 , 无 从 确立 一 个 等 
级 . 
RZ ATX ST 中 安置 这 些 项 , 阶 便 显露 出 来 .者 7 不 是 一 个 
HH Ar, E) Rol, E) € Sir ,0< ja] 过 7, 以 致 误差 项 不 与 任 
MES OBA. ré TE, HE lel =r, Ae > ON} 
有 Fo(lr,E) E S51, 但 不 包括 & = 0( 因 为 当 rr € N Bt Holder 空间 
C 应 通过 Zygmund 类 定义 ). 

现在 过 渡 到 定理 4 的 证 明 . 利用 Wiener {CH À = ACR”) 的 几 
个 熟知 性 质 是 方便 的 .4 由 这 样 的 在 无 穷 远 点 为 零 的 连续 函数 组 
Ro ENER S E LCR") 的 Fourier 变换 f. J E 4 内 的 范 数 定 
MA FEL OR) 内 的 范 数 . 


5110 Aulr) BF ACR’) Wat > 0,xGz) 也 属于 
ACR") ,并 且 它 的 范 数 跟 x 的 相同 . | 


引 理 11 4s > n/2 时 ,Sobolev 空间 HRO SF ACR’). 


为 了 证 明定 理 4, 我 们 利用 在 通常 的 伪 微 分 算 子 的 习惯 场合 
所 作 的 同样 的 计算 . 不 向 的 只 是 估计 . 特别 地 ,o(z,6) 由 一 个 经 典 
公式 表达 ,我 们 就 来 回忆 这 一 公式 . 对 所 有 固定 的 #, 把 作为 变量 à 
AY ER aX o Cr, €) 的 Fourier BRM Hite Sa, E. AF 0€ B,, 这 
个 分 布 由 球 17| HET 支撑 . 采用 有 些 含混 的 记号 , 我 们 把 
SCE pC )) 记 为 | PMS, Dd). 在 上 述 条 件 下 有 
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__ 1 AT 
ptx,Ë) = (27y [free + 7) 2) oo ŒrT(x,Ë) 


x &*S(9, a. (5.3) 

我 们 满足 于 确立 eD] MCA 十 1&1)- ,而 请 读者 验证 不 
等 式 [HA px, | Cla, A + JETT EEEH. 
为 了 分 析 eC ®) ,我 们 再 次 利用 Littlewood-Paley 分 解 ,其 形 


RE I= p 十 2 D. 一 切 如 同 惯常 情形 ,pg 由 17| <1 
FR, HOD > < 171 <1 EB. RR SDE 记 作 
S (118) BAT; (219.8) = feat — rn ec 6) | 
02 7) 这 些 准备 好 了 之 后 , 写 下 

B® = es | TEDS dI (6.0 


最 后 有 
J 
olz, = plz, + >, p(x), (5.5) 


HER J EWE Z >S E 的 最 小 整数 ,而 PCr. 8) 类 似 于 a(x), 
其 中 的 (CS) 换 成 94). 

Fim € N Rar EMA 3m Sr <m + 1. RRR BIE 
下 列 佑 计 ， 

olr, | KC 28H10 Q + Ep, (5. 6) 
同样 的 证 明 对 o, ©) thie M, ER SAMOS; < J 相 加 即 得 
[plz | SCA + 1861) 一 

TENG. 6) ,我们 忘掉 变量 xz 和 ,它们 仅 起 参数 作用 . 集中 
注意 力 于 变量 7, 并 定义 A, € L'(R) 和 B; € 1L”(R") 如 下 ， 

Bi(7) = er*5,(7,6), 

而 AD = (r(x. +7) DE Brag) yon). 


or * 


360 


由 于 o(x ,6) ETC, Holder 空间 ,通过 Littlewood-Paley 分 解 所 作 
的 表征 直接 给 出 |} B; | <C 277. 

SH Blar, E) = (2x) -f À Ê, dI = f A,(u) B(— u)du, 
因此 lee, 6)|< | A |B ll. RP ORR | A; Il. 为 此 ， 
首先 利用 引 理 10 ,并 且 致 力 于 估计 

gy) = [rc 十 2'y) 一 >, ee 和 (ze | oOo 


lajm 


在 4 内 的 范 数 . 回想 起 j EN 应 当 满 足 条 件 2 € 总 18| ,因此 当 


Oy) 关 0 时 肝 十 2y| 之 1 引 一 2 之 起 | 外 .于 是 利用 象征 rz， 
D 关于 4 的 正则 性 得 gO <C AA 十 ED, FARE, 
IF ay) | SCI + EDTN ter Be gO) E HR) h 


的 范 数 不 超过 | Pe)" ,此 即 给 出 (5. 6). 
我 们 曾经 指出 ,P(z,E) 的 关于 z 和 的 导数 的 估计 用 同样 的 


推理 可 以 得 到 , 终 有 P(x,&) € Sii. 


推论 or OO 是 一 个 属于 B, 的 象征 ,假定 对 某 个 x, ER 
HART E € RANO), A lim inf |o《xo,4$6)| > 0. 则 在 代数 A, 内 存 
在 一 个 象征 tr, E) 和 满足 引 理 9 的 推论 2 的 两 个 函数 w(x) 和 
vC) ,使 得 
t(z,D)°o(z,D) = u(r)v(D) + p(x,D), (5.7) 
其 中 bp 属于 Hôrmander 类 S77. 


为 证 明 (5.7) ,沿用 通常 的 方法 , 找 一 个 具有 形式 + = mm 十 … 
+ ry HT HOME 0 Lg mr, € SEN Am Uhh m<r< 
m + 1 定义 . Br = mm, 最 后 一 个 条 件 mm € Sir N A, R Ta E 
Sant N 4,,e > 0 任意 . 
应 用 定理 4 以 计算 nm(z,D) 。o(z,D), 并 得 到 YCz,D) 十 
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Pz, D) , 其 中 
Y, (2,8) =7,(x,é)o(x,é) 


+ D, a! Rule, Oh ole. E), (5.8) 


| 1< al Er g 
FH 2, € Sri. 

(5. 8) Amr DUR F SU, ST, EF + Ma = 0, lel =m 
= ~, 最 后 一 项 属于 .Sui GEO). 最 后 , 若 g = m,(5.8) 的 右 端 仅 
含 一 项 Bl 7, (27, Haz, E). 

应 用 引 理 9 的 推论 2 以 用 (4. 8) 定义 (zx, su (x) MoE). R 
略 的 本 质 在 于 进而 通过 rm 的 适当 选取 校正 出 现在 (5. 8) 右 端的 
所 有 误差 项 . 今 以 尽 可 能 简单 的 方式 进行 , 即 要 求 

rere ore) + D) SE aua, Dolar, 一 0 


1 |jel<r—¢ 


为 实现 这 个 选择 , 宜 于 注意 象征 AWG.) 的 文集 含 于 乘积 
ulol E 的 支 集 内 .考虑 到 在 xGCz)u(2) 的 支 集 上 loz.) | 之 9 一 
0, 我 们 可 以 应 用 引 理 9 的 推论 1. 


6. 对 非 线 性 信人 微 分 方程 的 应 用 


我 们 叙述 并 证 明 非 线性 偏 微分 方程 解 的 一 个 正则 性 定理 . 在 
这 个 结果 之 后 , J.M. Bony 同 其 合作 者 证 明了 许多 其 他 的 结果 , 读 
者 可 参见 [18] | 

作为 开始 ,把 仿 积 算 子 ra, f) REX 2 中 的 类 A, 联系 起 来 ， 
rh ax) RFC OR). ra, H) 的 象征 是 olr) = 


5S Sja COPE) ,而 条 件 (4.1) 和 (4. 2) 显然 满足 . 
致 于 类 B, 00018) 的 关于 工 的 Fourier 变换 的 文集 含 于 171 < 
Tél (RE |7| < Że. 把 Sj- Ca) teat S,- Ca) 时 得 到 一 个 系 


数 二 .这 个 修改 的 效果 何在 ? 对 于 定理 2 和 3, 什么 都 没 改变 . 
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we 


”事实 上 ,我 们 的 修改 带 来 误差 项 >) A-;(@D)A(f),…， 


> A_s(a)Aj( 有 ,而 这 些 项 显然 属于 Lr'1", 只 要 属于 1?', 并 且 
alx) BFC. | 
因而 在 本 节 我 们 将 假定 伪 积 由 >,，S OAS) 定义 . 


现在 考虑 一 个 非 线 性 偏 微 分 方程 
Fæ, fæ), Ff æ), = 0, (6.1) 
其 中 jal <m,F E CCR), J:R —R. 
PRAM FRÈRE ,m FETT EB BTN 一 1 是 长 度 la| Sm a= (a, 
eean) EN WPM, SERA BR. 
这 个 方程 的 非 线 性 特征 导致 我 们 作 正 则 性 的 整体 假设 . 这 个 
假设 避免 了 在 46. 1) 中 出 现 分 布 的 乘积 . 我 们 将 利用 或 者 f(x) € 
CT" CR") ss > 0, Me f(x) € Let" XB s — 3 =r >0. 那么 出 


现在 (6.1) 中 的 所 有 导数 TS), |e] Cm BEC Mit f(x) 在 
古典 意义 下 满足 (6. 1). 

我 们 的 目的 是 证 明 So) 微 局 部 地 是 更 正则 的 . 正则 性 的 增值 
ETF r. 

特征 带 是 RR* x RAO HAIFA, PRY ee 5 的 结论 是 说 
f(z) 在 特征 带 之 外 是 微 局 部 地 Co ae Lett) 正则 的 . 

RATE SRE He OR. RE SHS 
依赖 于 (6.1) 的 我 们 要 研究 其 正则 性 的 解 f, 它 是 这 样 的 (x,6) €E 
R x RNO) 集合 ,它们 使 得 


>, ($) Ce) = 0, (6. 2) 
上 =m 
其 中 | 
oF 
C, (x) = Fe To fz) ,oF f(T) ee), (6.3) 


这 里 zx CREF 所 依赖 的 各 个 变量 ;在 (6.1) H u Ff RE. 
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定理 5 (6.1) 的 所 有 整体 上 属于 L Wi es =m + © 
trip > Oop, SHRM RT Lt 类 的 . 


RATER T ER x R'\(0} DFE FR CO) € 研 , 则 对 所 
HA> 0 事实 上 对 所 有 4E€ RPA A) E 了 工 .我 们 考虑 一 个 点 
(ros) & LF, 尖 0, 并 构造 函数 xz ,它们 跟 引 理 9 的 推论 
2 中 的 类 似 , 使 得 u(x) v6) 的 支 集 与 荆 不 相交 . 定理 5 的 结论 意 
味 着 算 子 uCx)u(D) 把 了 变换 成 一 个 属于 LA BY aK. 

为 证 明定 理 5, 首 先 利 用 定理 3. 我 们 得 等 式 ( 对 所 有 函数 了 E 
三 ”都 满足 ) 

Fiz, f(x, 8f (a) 0) = >) LENDA + gl), 


la] <m 
(6. 4) 
其 中 g E Lt, i LP) = aC), P). 
若 是 (6.1) 的 解 ,那么 
D, LP) =— g. (6. 5) 


jaj<m 


我 们 要 借助 定理 4 研究 这 个 线性 方程 . 令 工 = D, La 一 


al rm 


A)-"?. 由 于 在 仿 积 定义 中 进行 的 变换 ,这 个 算 子 属于 OpB,. 工 的 
象征 是 
AG) = >) D>) SC.) (a) (278) GE) 


jal<m sos 

x CL + JE] 27", (6. 6) 
RE roro) FBP, AO ,我 们 来 证 明 

lim inf 1ACzovteo) | > 0. | (6.7) 


我 们 注意 车 1422", > 9278) =1- 927%) =1. 又 由 于 
N 
Car) € C, [SCC — Ca) | KC2 7. AAE R h 4 E 
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天 0 时 | 
lim D S,,(C.(x)) (2746) = C(x). (6.8) 


i+ to 


KB, EA, lim A(x,16) = D, Cz) GEN ET", BBA C6. 7) 


lal=m 
从 (6. 2) 给 的 卫 的 定义 得 到 . 

这 些 注释 作 好 以 后 , 回 到 (6. 5) ,我 们 把 它 写 成 了 (Pi) = 一 g， 
其 中 五 二 (1 一 Ay lf. FE 4 MR ÉE 2Cr)u(D)h € List, 
RB u(x)v(D)f E List", BP AT RE. 

当 正 则 性 按 Holder 空间 的 尺度 度量 时 ,类 似 的 推理 提供 定理 
5 的 类 似 结果 . | 


7. 仿 积 和 小 波 


我 们 将 考虑 线性 算 子 T., 它 使 仿 积 x(a,. 记 对 应 一 个 函数 或 一 
个 分 布 ,假定 a€ COR) ,0 二 + 二 1. 我 们 将 这 样 结束 本 书 , 即 作为 
T, 的 一 个 实现 了 ,的 固有 函数, 我 们 重新 发 现 小 波 ; 这 里 一 7T, 属 
于 Op. | 

更 精确 地 说 ,把 第 3 章 第 2 节 的 来 自 多 分 辩 率 分 析 的 小 波 记 
HE dud € A RITE A = UA, SEHR A = 2771202 2 ESE 
RAMA 52 0,2 SRA ae) = pr — k), kEZD ELH 
列 ark E T HIMMLER pÀ € À,,j> 0. 

若 a(z) 是 R" 上 的 一 个 有 界 连续 函数 ,我 们 如 下 定义 算 子 ,， 
LRO > LPR, 

T.C) = adAW AE AJEN, (7.1) 

以 及 
TQ) = alh)Q,. (7.2) 
He FT, fy CLR), LR 的 一 个 变换 和 自 伴 的 子 代 
数 . 算 子 范 数 T. 确 好 是 supla | = sup fa(x)i = al, 
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因而 所 有 算 子 Z, 组 成 的 代数 是 一 个 Banach 代数 . 


定理 6 Bats) FCR) Mo<mr< 1.0/7, 一 人 属于 
(jp 


定理 6 证 明 的 关键 在 于 首先 把 TT 和 如 下 定义 的 了 加 以 比较 
FAP) = S E,(a)D,(f), (7. 3) 


其 中 ,沿用 第 2 章 的 记号 , 算 子 E; M D, 相应 于 Littlewood-Paley 
的 多 分 辨 率 分 析 . 但 为 实施 这 一 比较 , 尚 需 算 子 了. 的 另 一 种 变 体 . 

我 们 注意 到 如 果 代 替 Littlewood-Paley 的 多 分 辩 率 分 析 ,我 
们 利用 这 样 一 种 多 分 辩 率 分 析 , 对 它 来 说 ,E; 是 相应 于 一 个 二 进 
RRA ST MA ,将 是 一 个 鞍 变 换 . | 

仿 积 的 这 一 修改 不 附加 条 件 ~ < 1,2 PE E Ca) 换 成 
它 在 关于 272 上 的 取样 时 这 一 点 就 要 起 作用 . 

其 至 在 把 7, 跟 多, 比较 之 前 ,我 们 应 当 进 行 第 一 个 变换 . 用 zx 
和 w 表示 属于 OCR") 的 两 个 函数 ,它们 的 Fourier 变换 ué) 和 
oC) 满足 下 列 条 件 : 在 O 的 邻 域 内 x(6) = 0) = 1, 而 当 16| 充分 
大 时 z(6) = o) = 0. HS u(r) = Wur), FAU; ERMA u, 
定义 的 卷 积 算 子 . 同样 定义 v; MV, 

对 于 仿 积 定义 的 第 一 个 修改 在 于 把 它 定 义 为 

maf) = DU VN — VPN). (7. 3) 


H TER x A“ BER” HER RON) =al, f) — anla, f), 
并 来 证 明 

REOpSiI ae. (7.4) 
用 6 表示 差 -9 p 的 Fourier 变换 是 紧 支 集 的 ,并 且 在 O 的 邻 域内 


RE. 用 R 表示 由 2wo(2iz) 定义 的 卷 积 算 子 ,我们 注意 到 >) 
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4,,09R(/) 是 一 个 误差 项 . 事实 上 , 这 个 算 子 的 象征 是 
DE ;Ca)P(2 76); 由 于 |A G@ lo SC 2 ,这 个 象征 属于 
Sot 

4 < & mla, f) = > SiV j CP) — V,(f)) ,我 们 来 验证 ,以 
其 象征 属于 Si 的 算 子 为 模 ,m 和 xz 一 致 .它们 的 差 正 是 
S Sj-2€a) (Ry Sf) 一 Rj(f)), 可 用 Abel 变换 处 理 这 个 级 数 . 以 
一 个 平凡 的 算 子 为 模 ,我 们 得 到 一 SA ORD. 
Op Sy). 

现 回 到 小 波 和 第 2 章 的 命题 9. 为 稍 许 简化 记号 ,我 们 限于 一 
维 情形 . 沿用 第 2 章 的 记号 ,我 们 有 | 

E =S, +R +R, (7.5) 

HP S 是 由 28(2zr) 定义 的 卷 积 算 子 ,而 AE = WH = 1 在 
-FFE SoH lE > ATR MR 有 形式 M,N,, 这 
E N, FER 2702r) 或 sea 定义 的 一 个 卷 积 算 子 ;7 和 4 属于 
AOR"), ETT Fourier 变换 在 0 的 邻 域内 是 零 并 且 有 紧 支 集 .而 
Mi; 是 由 exp( 士 2xz27z) 定义 的 逐 点 乘法 算 子 . 采用 这 些 记 号 ,我 们 
有 


引 理 12 Galtz) BF COR), HR ra, f) 以 一 个 属 半 
O p STi 的 算 子 为 模 可 定义 为 >) EaD). 


XEFE E Ca) 换 成 (7. 5) 的 主要 项 , 即 Sa. 至 于 误差 项 ,由 
Fal) BFC RNA || RE | à <C2°-". RE (a) 的 导数 依靠 
S. Bernstein 公式 来 估计 . 
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这 样 我 们 就 归结 到 >, SODA. SH D, = Ey, — E = 


Shi 一 S 十 Rh 一 Ri 十 RH 一 Ri. 主 项 是 》) Sj(a)(Sjsi 一 

SC , 即 一 种 形式 的 7 Ca, J). 两 个 误差 项 依靠 Abel 变换 处 理 . 
由 引 理 12 提供 的 仿 积 的 变 体 记 作 门 (a, 放 ,我们 有 

Neap) = Eady, HACA,jEN, (7.6) 

以 及 | 

Nla) = 0, ke Z. (7.7) 

我 们 记 a(x) = Ea) (x) ,并 在 以 下 假定 0 二 r <1. 

示 在 小 波 基 内 如 下 定义 的 对 角 算 子 : 门 . (4) = 2, A, HAE À, 


M.) =0,8k €Z WAN Gd) — MC) = Cala) 一 
aA ea) = qj rpa). AF ala) RFC ,我们 有 lgi | 
入 C2-7xz 一 (十 1/2)| ,而 由 于 0 二 rr 二 1, 逆 有 ,对 所 有 整数 / 
> 1, 


<C, 27”, (7. 8) 


d I 
(a) oe 
EN (a) 一 由。 的 象征 是 D Yr, 28 $ (27€), 其 中 
Yj (uv) = >) gy luo (u— ky”, (7.9) 


on k< 00 


不 难 验证 (2 | Z"Y uw) 


+) — M. € Op Sr. 
要 作 的 最 后 一 个 修改 是 把 aA Aa, AF la all 
< C 27", 这 种 修改 的 验证 是 直接 的 . 
若 m 过 7 二 m 十 1, 宜 于 如 下 定义 定理 6 HATT. 
TO (go (x) = lad) 十 … 十 aa a” (1) | pC), FARE 
证 明了 . — Ty” € O ps. 
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